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INTRODUCTION. 


Soit (D) un domaine simplement connexe, univalent, limité par une 
courbe simple et rectifiable, situé dans le plan de la variable complexe. 
Désignons par «= f(z) la fonction qui réalise la représentation 
conforme du domaine (D) sur le cercle |w|<7, et soit == o(4r) la 
fonction inverse. Quelques problèmes aux limites de la théorie des 
fonctions se réduisent à la question suivante : la fonction harmo- 
nique log| ®'(w) | est-elle représentable dans le cercle |w|<1 par l'inté- 
grale de Poisson de ses valeurs limites sur la circonférence |w|=1? 

Par exemple, M. V. Smirnoff a démontré que la condition nécessaire 
et suffisante pour que le système des polynomes orthogonaux sur le 
contour L du domaine (D) soit complet, est que la fonction log | 9’(s¥) | 


soit représentable par l’intégrale de Poisson. M. Smirnoff a démontré 


que cette représentation est, en même temps, une condition nécessaire 


et suffisante pour que chaque fonction définie dans (D) et représen- 
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table par l’intégrale de Cauchy satisfasse au principe du maximum ('). 

Dans la première Partie de cet article, nous démontrons quelques 
théorèmes sur la correspondance des frontières dans la représentation 
conforme, de ces théorèmes nous allons obtenir quelques conditions 
géométriques suffisantes pour que log] 9’()| soit representable par 
l'intégrale de Poisson. 

Dans la deuxiéme Partie, nous allons construire un exemple d’un 
domaine (D), qui donne la réponse négative à la question générale 
posée plus haut. Ensuite, nous allons indiquer quelques propriétés 
des domaines pour lesquels la fanction log|9'(sv) | n’est pas represen- 
table par l'intégrale de Poisson. 

La troisième Partie est consacrée à l'étude de quelques classes de 
polynomes extrémaux introduits par M. Julia. L'étude de la conver- 
gence de ces polynomes est étroitement liée à la question traitée dans 
la première Partie. 

Les résultats de cet article ont été énoncés, sans démonstration, 
dans nos trois Notes : Sur la représentation conforme (?), Sur une classe 
de polynomes extrémaux (*) et Sur quelques propriétés des fonctions 
univalentes (*). 


PREMIÈRE PARTIE. 


1. Pour abréger les démonstrations et les énoncés des propositions 
qui suivent, introduisons quelques notions géométriques. 
Soit (D) un domaine simplement connexe, borné, qui contient le 


I . +, , , 
cercle | z| < 5 et soit P la frontière de (D). L’are y étant un arc quel- 


conque de I’, nous allons désigner par y l'arc de longueur minimale, 
qui vérifie les conditions suivantes : 1° y appartient au domaine 
fermé D—D+T; 2° les extrémités de y appartiennent à I et sont 
extérieures à y; 3° le domaine simplement connexe fermé, dont la 
SE ne oh ne ee me an" OO 


(') Smirnorr, Journ. Soc. phys. Math. Leningrad, t ase 28; ? 
ee eden phy enngrad, t. I, fase. 1, 1928; Bull. del’ Acad. 

(2) KELDYSCH ol LAVRENTIEFF, C. À. Acad. Sci. U.R.S. S., t. I, 1935, n°5 9-3. 

(3) KeLoyscH, C. R. Acad. Sci. U. R.S. S., 1936. 

(*) Lavrentierr, C. À. Acad. Sci. U. R.S. S., 1935. 
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frontière est formée par y et par une partie de I’, qui ne contient 
pas y, contient le point z= o. 

Indiquons quelques propriétés évidentes des arcs y : 1° si la diffé- 
rence entre les arguments des extrémités de y est plus petite que =, 
alors y ne contient pas le point zs — o; 2° le rapport de la longueur 
de y à son diamètre ne dépasse pas . 

Nous disons qu'un arc y est atteint si les extrémités de y et de y 
coincident et si le domaine, limité par + et par les évolventes de y, 
qui passent par les extrémités de y, appartient à D. 

Soit y un arc atteint de I, soit y,, y:, ..., y, un système d’ arcs 
de y, tel que la somme des diamètres des y; ne dépasse pas J et soit L 
la longueur de y. Faisons la représentation conforme 


w= {(s), Fro =o, 
du domaine D sur le cercle |s»|< 1 et désignons par S la longueur de 
l’arc, qui correspond à y et par s la somme des longueurs des arcs, 


qui correspondent aux arcs y,, Ys, ..., Yn. Nous disons que le 
domaine D vérifie la condition A(h, 4), oCh<1,0Ck<1 si pour 


chaque y et pour chaque système y,, y», ..., Yn, tels que 


ll 
nous ayons 
SA 
Lemme 1. — Soit D un domaine quelconque, qui vérifie la condi- 


tion A(h, k)(h<1, k<1) et qui contient le cerele | 3| < = et soutT la 
frontière de D. Si la mesure linéaire d'un ensemble E de V est plus petite 
que € ('), 2 >0, alors dans la représentation conforme w= f(s), 
f(o) = 0 du domaine D sur le cercle|w|<1, correspond à l'ensemble E 
sur la circonférence |v| — 1 un ensemble de mesure plus petite que 27" 
où 3, 9 > 0, ne dépend que de k et h. 


Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que E est 
formé par un système fini d’arcs y,, Yo, ..., Yn atteints, tels que la 


(") La mesure linéaire de E est plus petite que < s'il existe un ensemble fini de 
cercles { Cx} tels que : 1° chaque point de E appartienne à C4; 2° la somme des diamètres 
des Cx soit plus petite que «. L'ensemble E à la mesure linéaire nulle, si, quel que soit e, 
¢ >> o la mesure linéaire de E est plus petite que «. 


LA 
4 
somme de leurs diamètres ne dépasse pas ¢. Les arcs y; étant fixés, 
d’après les théorèmes classiques de M. Caratheodory sur la conti- 
nuité des fonctions univalentes, nous pouvons d’ailleurs supposer 
que l'est une courbe analytique située au-dessus de la droite F3 —1. 
Pour abréger l’écriture nous allons dire que le point P de I est plus 
gauche (plus droit) que le point Q de I’ si, quand on parcourt F dans 
le sens positif, le point P suit (précède) le point Q. Nous allons sup- 
poser que l’arc y; sur l'est plus gauche que y; pour; >. 

Cela posé, passons à la démonstration du lemme. Considérons un 
arc quelconque 2, del’, ¢, CF, contenant l'arc y,. Soit /, la longueur 
de à, et soit S, la somme des diamètres des arcs y,, Yo, ..., situés 
entre les extrémités de ¢,. Parmi les arcs atteints ¢,, qui vérifient la 
condition 


KELDYSCH ET LAVRENTIEFF. 


Fe 
SR 
liga 
nous choisissons l’arc y;'.dont l’extrémité droite est la plus éloignée 


de y. 


Les arcs y”, y}, ..., y, , étant définis de manière que tous les 
arcs Vis Yes - > Y, Soient contenus dans les y;"’, ..., y," et Dare y... 
étant extérieur à y,'’, nous définissons l’arc y,'),. A cet effet considérons 


un arc quelconque à,,, de I, qui contient y,,,, et dont l'extrémité 
gauche est plus droite que y,. Désignons par /,,, la longueur de ae 
et par s,,, la somme des diamètres des arcs y,.,, Yur2, ... Contenus 
entre les extrémités de o,,,. Parmi les arcs atteints 0,.,, qui vérifient 
la condition 

sha ee h, 


bo 


nous choisissons l’arc y,',,, dont l'extrémité droite est la plus éloignée 
de y. 

Nous obtenons ainsi un système d'arcs atteints ÿ, ÿ.,.. 34 
ayant les propriétés suivantes : 1° chaque arc y; est contenu dans un 
on 3 2° les arcs vy ‘sont deux à deux sans points communs; 3° les 
arcs Y sont deux à deux sans points communs; 4° €, étant la somme 
des diamètres des nie: m1, 2, .. 2, My, BOUSAVONS 


FAR Nai 
Lj 
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5° considérons la représentation æ — f(s) et désignons par n la 
somme des longueurs des images des arcs y,, Yo? ..., Yor par n la 


, : CEE D) 
somme des longueurs des images des arcs y'‘'’, y!”, ..., i. D’après 
la condition A et les propriétés précédentes des y}, nous avons 


n< kn,. 


Désignons par ® oe ues ue réalise la correspondance entre les 


psystemes y}, Ya, ---» Yo CL Yi > Ya > +--+ Yu 
OS") Ye" > ro {ny P= OY, Yes 5 Ya). 
Le système y”, y}, ..., y étant défini, nous posons 
Cure, a HE Are] == Dy”, yi", Pade V4). 


Cela posé, désignons par ¢, la somme des diamètres des arcs y;” et 
soit m le plus grand nombre entier, tel que 


EST 


En désignant par n, la somme des longueurs des images des arcs Vs 


y2, .... ym) [dans la représentation 4 = /(s)], nous avons, d’après 


la condition A pour p<m, 


Np <A Tp, 
donc | 
(1) GK En < à Vin 
D’autre part 
| TUE D 


donc 
Oge 
a) ee logh 
Des eles (1) et (2), il suit 
1<% 


ce qui prouve la proposition. 


2. Nous allons chercher maintenant des conditions géométriques 
suffisantes pour que la condition A soit remplie. A cet ellet, démon- 
trons quelques propositions préliminaires. 
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Lemme 2. — Soit w — F(z) une fonction holomorphe dans le cercle 
fermé |3|<1 telle que F(o) = 0 et JF(3)2—m, m> 0, pour |z|=1. 
Dans ces conditions nous avons | 


2H 
{p AL | F(e®) |, m) di < ar, 


où A(t, m) est une fonction positive des deux variables réelles t et m, 
croissante par rapport à t et telle que lim A(t, m) = a. 
> 


On vérifie aussitôt que la fonction 


log+£ 


7 AC, m)= 2(logt m + 2) 


(m'=m +1) 


satisfait à l'énoncé du lemme. En effet, il est évident que cette fonction 
est positive et croissante par rapport à ¢ et que lim A(t, m) =. 
13 
D'autre part 
+7 +7 TE FPE M 
if A (F, m)das [ je “5 
x ñ 2(log+m'+ 2) 2 


+T ‘is pd ; 1 
log+ | F + im’ | I 
£ © + - | dj; 
mL 2(log* m’+ 2) 2 


F + cm'| est une fonction harmonique positive dans le 
cercle | >| <1, et par conséquent la valeur moyenne de log*| F -+ im’ | 
sur la circonférence | 3| = x est égale à log | F(o) + im’ |= logm’, done 


la fonction log 


27% 


if À(F, m)d) <an. 


3. Introduisons maintenant quelques notions géométriques. Soit C 
une courbe fermée analytique du plan z, ¢ étant un point quelconque 
de C, désignons par «(¢) l'angle formé par l’axe réel et la tangente T 
de C menée par le point ¢. Soit ¢, le point de C, le plus voisin au 
point 3 = 0 ('). En supposant que la valeur initiale de a(t) au point &, 
est comprise entre o et x, o£a(t)£7, désignons par m(C) et M(C) 


1 vas = : Ss a . 1 . x ae} 
(1) Sil existe plusieurs points de C, dont la distance à 3 = 0 est minimale pour 4. 
nous prendrons le point dont l'argument est minimal. 
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respectivement la borne inférieure et la borne supérieure des valeurs 
de la fonction continue a(t) quand ¢ décrit C dans le sens positif. 


Définition. — Nous disons qu’un domaine simplement connexe D 
appartient à la classe R(#»), [R'(M)] si, quel que soit le domaine 
fermé D,(D,CD), il existe une courbe simple fermée analytique C, 
contenue dans D et telle que : 1° le domaine limité par C contient D; 
2° m£<m(C)[M>M(C)|. 

Supposons que D contient le point s —o et faisons la représentation 
conforme 3—?(#), p(o) — 0, 9'(0) >o du cercle [w|<r sur le 
domaine D. De l'interprétation géométrique de argo'(s) on déduit la 
proposition suivante : 


Pour qu'un domaine D, contenant l’origine s =o appartienne à la 
‘classe R(m), | R’(M)], il suffit que 
argo’(v) 2m +47 jargo’(ww) <M — 47], 


et il est nécessaire que 


argo'(w)2m—4r jargo’ (sw) SM + Ar]. 


Lemme 5. — Sort D un domaine simplement connexe de classe R(nt), 
contenant le cercle |z|<1 et soitT la frontière de D. Faisons la repré- 
sentation con forme, w= f(z), f(0)=0, f'(o) > o du domaine D sur 
le cercle |w| <1. Alors, si la mesure linéaire d'un ensemble E, EC I’, est 
plus petite que <, la mesure de l’image de E sur |sv\|=1 est plus petite 
que n(e, m) où n(e, m) est une fonction positive, crorssante par rapport 


as et telle que lim n(e, m)—o ('). 
e>u 


Supposons, par impossible, qu’il n’existe pas de fonction 7, ayant 
les propriétés indiquées. Quel que soit le nombre €, de l'hypothèse 
faite, il résulte l’existence d’un domaine D, de la classe R(t) ayant 
les propriétés suivantes : 1° la frontière [, de D, est une courbe 
simple fermée analytique; 2° le domaine D, contient le cercle|:| 7: 
3° dans la représentation conforme du cercle }s°}<1 sur le domaine D,, 
== 9,(w), 9,(0)—=0, ®,(0) > 0, à un système fini d’ares de |i <1, 


4 


dont la somme des longueurs dépasse une constante numérique /,, il 


(1) On peut remplacer la classe R(m) par la classe R’(M). 
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correspond un système d’ares Yi, Y2,-- +» Yn de Ty tels que la somme 
des diamètres des Yi) Yas ..., Yn ne dépasse pas €. Désignons par D, 
le domaine maximal, contenu dans D, et qui ne contient pas des 
points des arcs y,, Y25 - + ., Yui le domaine D, contient le cercle |s| <a 
donc, pour € suffisamment petit, le domaine D, contient le cercle 
|s|<1. Faisons la représentation conforme du cercle [æI< 1 sur le 
domaine D,, 3 = 92(), 9,(0)— 0, 9,(0)> 0. D'après le principe de 
M. Montel ('), dans cette représentation tous les arcs des y,, Y2,+++5 Yn 
qui appartiennent à la frontière I’, de D,, sont des images d'un système 
d’arcs &,,æ,...,«, (de la circonférence) dont la somme des lon- 
gueurs est plus grande que /,. En remarquant que la somme des 
longueurs des ir are .++5 Yn est plus petite que x, nous obtenons 


(1) Z f lester) di < re 
Xy 


D’autre part, le domaine D,, ainsi que le domaine D,, appartient à la 


classe R(m), donc 
argp,(w) > m—4T— m,. 


Par conséquent, d’après le lemme 2, nous avons 


2 JA los1e(et)1] mi | da < f° [}ogies(e" Ih m, | dd <= at, 


ce qui est impossible puisque d’après les propriétés de la fonction À 
et d’après (1), pour ¢ suffisamment petit, nous avons 


a ee l 
ie A[ | log | #2, (e) ||, my] d9 > à (log 2, m, ) > an. 


4. La conclusion du lemme démontré ne cesse d’être vraie, si nous 
considérons, au lieu des domaines de classe R(m) ou bien de 
classe R'(M), des domaines dont les frontières sont rectifiables (x 
Dans ce cas il est facile d'obtenir le résultat plus précis suivant : 


(1) P. MonreL, Journ, de Math., 7° série, t. 3, 1917, p. 31-32; LAVRENTIEFF, C. À. 
Acad. Sc., juin 1927. 


(?) Cela résulte d’un théorème de MM, Lusin et Privaloff (Ann, de l'École Norm. Sup., 
3e série, t. XLII, 1925). ’ 
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THÉORÈME I. — St D contient le cercle |z|<1 et T est une courbe recti- 
fiable, dont la longueur ne dépasse pas 1, alors dans la représentation 
conforme w = f(z), f(0) = 0 de D sur le cercle | sv | <1 à l'ensemble E 
de TV, mesE<e 1! correspond sur || =1 un ensemble & 

K/ 
DUREUT TETE 
où K est une constante absolue. 


Démonstration. — Il est suffisant de considérer le cas où E est formé 
par un nombre fini d’arcs simples. Donc, d’après le théorème connu 
de M. Courant sur la convergence uniforme des fonctions univalentes, 
on peut supposer, en outre, que l'est une courbe simple fermée ana- 
lytique. 

Cela posé, désignons par s = o(w) la fonction inverse de w = /(=). 
On a 


oT 


of | 9’ (e®) | dd =/. 
0 
Par conséquent 


(1) | f lost |g"(e0)| 0 < 4 (1). 


D'autre part, le domaine D contient le cercle | s| <1. En appliquant 


le lemme de Schwarz à la fonction f(s), on obtient /’(0) = Toe? 
et par conséquent 


(2) if log | o/(e%) | d9 = log|9/(0) | 20. 
De (1) et (2) il résulte 


oT 
fos- leet) a02 ff log- | 9’ (e®) | d8>— 1. 
& 0 


(1) D'une manière plus précise 
I 

bts rap pour /< 27e; 
J togt1s'teit) | dd 


ay 27 log A pour />2re, 


Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 1. 2 
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Par conséquent, en posant 4 = mes&, nous obtenons 


| a 


e :mesE = fire ne % 
& 


donc 
(+ nlogn 


mes& = 1 L reg: 
gE 


En remarquant que 7, < 27 nous obtenons le résultat cherché. 

Nous allons voir plus loin que dans l’énoncé du théorème on ne peut 
pas, dans le cas général, remplacer l’expression K/(1 + |loge|)' par 
l'expression K/(1 + log|<|)~'''”, sans que le théorème cesse d’être 
vrai. 


3. En appliquant les propositions démontrées il est facile d'obtenir 
quelques conditions géométriques suffisantes pour qu'un domaine 
vérifie la condition A. 

Si un domaine simplement connexe D, contenant le cercle|>|<1, 
appartient à la classe R(v), alors D vérifie la condition A(h, /), où les 
constantes A et / ne dépendent que dem. 

En effet, supposons par impossible qu’il existe un domaine D de 
classe R(m) qui ne vérilie aucune des conditions A(A, /). De l'hypo- 
thèse faite il résulte que, quel que soit le nombre ¢, il existe un arc 
atteint y de la frontière de D et un système d’arcs View ton peel 
contenus dans y et tels que : 1° le rapport de la somme des diamètres 
des ares y,, yz, ..., y, à la longueur de y est plus petit que ¢; 2" faisons 
la représentation conforme du domaine D sur le cercle [w|<r, 
w= (=), /(o)=0, et désignons par S la longueur de l'arc, qui 
correspond à y et pars la somme des longueurs des ares, qui corres- 

. à © DA: CA 
pondent aux ares y,, Yo) «++, Y.3 dans ces conditions on a s >-S. 
2 

Désignons par A le domaine simplement connexe dont la frontière 
est formée par y et par les ares des evolventes de y, qui passent par les 
extrémités de y- Désignons par z, le centre du cercle maximal, contenu 
dans A et soit ¢ le rayon de ce cercle. Faisons la transformation linéaire 


® 
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du plan z sur le plan 3’ et désignons par D’, I’, y', y,, Yu. ..., Y. 


les figures qui correspondent respectivement aux figures D, I, 
Ya Yis Ya, «++» Yn. Faisons maintenant la représentation conforme 


w=F(s'),  F(o)=o, 


du domaine D’ sur le cercle [w|<1. D’après ce qui précède il est 
facile de voir que la somme & des longueurs des images des ares y, 
Yor +++» Y, dépasse une constante numérique. Ceci est impossible 


0 


: = J « PS ey et 4 x E 
puisque la somme des diamètres des +’, y,, : .., y, ne dépasse pas = 


lim = = o et D’ appartient à la classe R(m), donc, d’après le lemme 3, 


=>0 


€ 
<n(Z,m) +o pour ¢->0. 


En appliquant le lemme 1, nous obtenons le résultat suivant : 


THÉORÈME 2. — Si le domaine simplement connexe D appartient à la 
classe R(m), [R(M)], s D contient le cercle |3z|<1 et si la mesure 
linéaire d’un ensemble E de T est plus petite que ¢, «> 0, alors dans la 
représentation conforme w— f(=), f(o)—0o du domaine D sur le 
cercle |w|< 1 à l’ensemble E il correspond sur la circonférence |w|=1 
un ensemble de mesure plus petite que 272? où 5 > 0 ne dépend que 
de m, (M). 


6. Par des raisonnements tout pareils, en appliquant le théorème I, 
on obtient le résultat suivant. 


Taéorème IL. — Sz dans les conditions du théorème X nous supposons 
que quel que soit l'arc y de T le rapport de la longueur de cet arc à sa 
corde est inférieur à p, p> 0, alors dans la représentation conforme 
w= f(s), f(0)=0 de D sur le cercle |w|<1 à l’ensemble E de 
T, mesE<e, el correspond sur |w|=—1 un ensemble &, 

mes& 5 276°, 
où © ne dépend que de ¢. 


7. Indiquons maintenant une inégalité élémentaire essentielle dans 


les applications des théorèmes démontrés. 
2 
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Lemme 4. — Soit F —{y(x)} une famille de fonctions définies sur un 
ensemble E, mesE = / mesurables et positives sur E et telles que pour 
chaque HEble e,eC Eona 


(1) 300 =frtadr2k(mese) (9 >9), 


où K et v sont deux constantes positives. Dans ces conditions, pour 
chaque fonction de la famille F on a 


(2) (y= f logy (x) der2 NogKy + (» —1) (og — 0). 
E 


Il est évident qu’on peut supposer, sans restreindre la généralité, 
que E est l’intervalle (0, 2). D’autre part, il est facile de voir que la 
borne inférieure cherchée de J(y) coincide avec la borne inférieure 
de J(y), si l’on ne considère que des fonctions non décroissantes. En 
effet, soit y(æ) une fonction quelconque de la famille F{y(x)}, 
soient z un nombre entier et , la mesure de l’ensemble des valeurs 


des x tels que 


k—1 k 
Pa < oa 
ñ <J(æ)£, (RP RS AL 


Désignons par y,(æ) la fonction égale à = pour 


k-1 k 

S| 
: nis asm, 
j=4 ES 


la fonction y,(æ) est non décroissante, d'autre part pour o<x< | 

ona | 
J1(2)27:(x)2...27n(æ)2.. 

Donc, la suite des fonctions Yn(æ), N=1,2,3,... converge et la 

fonction limite y(æ) est non décroissante. Toutes les fonctions Yn(@) 


appartenant à la famille F, la fonction y(a) appartient à la même 
famille. D'autre part, on a 


fe y(a)de= tim [tog yale) de f log y (aw) dx. 


En considérant les fonctions de la famille F non décroissantes, nous 
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. pouvons remplacer la condition (1) par la condition suivante : 
[rt dx >Kx". 
0 
Démontrons que le minimum de I(y) est atteint quand on a 
[rare 
0 
En effet, supposons qu’ona 


frere >Kr o<x<l, 
0 


et désignons par n(æx) la fonction égale à y(x,—è)—y(x),o<è<x, 
pour æ,—0<æx<ax, égale à e pour +, <æ£l et égale à zéro 
pour o£æ<æ,— 6. La fonction y(x) = y(x) + n(x) est non décrois- 
sante et appartient à la famille F, d'autre part on peut toujours définir 
les constantes à et < de manière que 

J(y, x)>Ka pour o<æ< l, 

JC) <3(»): 
Par conséquent le minimum cherché est atteint par 


Wei AVE, 


ce qui prouve la proposition. 


8. Du lemme démontré et des théorèmes II et IIJ on peut déduire la 
proposition suivante, dont nous allons faire usage dans la troisième 
Partie de cet article. 


TuéorèmE IV. — Supposons qu’un domaine simplement connexe D, 
limité par une courbe rectifiable TV, vérifie l’une des deux conditions 
suivantes : 


. D appartient à la classe R(m);' 
2. Quel que soit l'arc y, y CT, le rapport de la longueur de cet arc à 
sa corde est inférieur à p, p > 0. 


Alors, 3 = 9(s) étant une fonction qui réalise une représentation 
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conforme du cercle |w|<1 sur le domaine D, la fonction harmo- 
nique log|®(w)| est représentable dans le cercle |w|<1 par l’inté- 
grale de Poisson 


( pei) | — — 
HAR Mg: = oe  I+7r?— arcos(§ — a) 


où o'(e) est définie presque partout sur Vintervalle (0,27) par les 
valeurs limites de o'(pe'*) pour p -> 1. 


Démontrons la proposition en supposant que la condition 1 est 
remplie. 

Pourr<p<1ona 

Rte? rr Mn pend kre ER eat 
log |? (re#)| = f ee + a anata TL PEUT EE 

il faut démontrer qu’on peut faire le passage à la limite sous le signe 
d’intégrale. 

Désignons par / la longueur de I et supposons pour abréger l’écri- 
ture, que 9(0) — o et p’(o) — 1. Quel que soit 9, p 1, nous avons 


+T 
[19e] dt. 


Par conséquent, quel que soit l’ensemble E, mesE— de l’inter- 
valle (0,27), pour n suffisamment petit, nous avons 


os" 1e" (pet) d5<elog =. 
E 


D'après la condition du théorème le domaine D appartient à la 
classe R(m), donc l’image du cercle |w|<e [dans la représenta- 
tion s = 9()] appartient à la classe R(m — 87). En appliquant le 
théorème II nous obtenons pour chaque ensemble e de mesure a, 
mese — à l'inégalité suivante 


fi 9 (pe) | > Kay, 


où K et v, v=> 1 sont des constantes. De cette inégalité et du lemme 4 
il résulte 


x 


cS f 08) 9'(pe)| a9 > nlogky + (» —1) (nlogn —n). 


2 
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De (1) et (2) on déduit 
(3) J Veal g'(pet)1| 49 < Kn log * (K’= const.), 


Or, pour chaque valeur numérique de r, r<1, pour ¢ —+ 1 l’expres- 


p?— 7? 
ep? + r?— 2pr cos(0 — a) 


que quel que soient les nombres « et r, il existe toujours un nombre 7 


sion reste bornée, donc il suit de l'inégalité (3) 


tel que pour mesE < n et o > 1 — —, ona 


(p> — r*) log | 9’ (pe!) | 


— 2orcos(6 — a) gaps) 


ce qui prouve la proposition. 


DEUXIEME PARTIE. 


1. Pour résoudre la question générale posée dans l’Introduction, 
nous allons démontrer le théorème suivant : 


Taéorèue. — Quel que soit le nombre positif o, il existe un domaine A 
Joussant des propriétés suivantes : 


1. Le domaine A est simplement connexe, univalent et limité par une 
courbe simple et rectifiable TV, renfermant l'origine 3 = 0. 

2. Le domaine A ne coincide pas avec le cercle | 3| << 1 et est contenu 
dans le cercle |3|<¢. 

3. Dans la représentation conforme 3=9(#), ?(0)—0 du domaine À 
sur le cercle | w| <1, il correspond à chaque arc y de la courbe V'un arc 
de méme longueur sur la circonférence |w|=1. 


2. Indiquons, tout d’abord, quelques propriétés d’une transforma- 
tion conforme élémentaire, qui nous sera utile dans la suite. 

Considérons le cercle | s| <1. Soit 3 —re" et C, l’arc de la circon- 
férence | s|=1 défini par l’inégalité —9<0<+9. Remplaçons l'arc C, 
par un arc circulaire C,,, situé au dehors du cercle [sr dont 


2% 
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les extrémités coincident avec les points e~® et e** et qui forme 
un angle égal a yx avec l'arc C,. Désignons par D,,, le domaine conte- 
nant l’origine et limité par la courbe obtenue. Soit w= h,(z) la fonc- 
tion qui réalise la représentation conforme du domaine D,,, sur le 
cercle et qui satisfait aux conditions k,(0) = 0, h,(0) > 0. La fonc- 
tion h,(z) est donné par la formule 


. À ta LT 
hy(s)—e 1 Lee 
(1) ? 3 er? 


hy(s)—e 


Supposons que les nombres 9 et y vérifient les inégalités 


Tv - 
ane 


(2) ° e<F <i, 


et indiquons quelques propriétés de la fonction k,(:). En utilisant un 
principe, bien connu, de M. Montel (') on démontre immédiatement 
que : 

1° Sur la partie de la circon férence | |= 1 appartenant à la frontière 
deD,,,, on a l'inégalité 
(3) | ky(s)|21- 


En reprenant le calcul élémentaire, on obtient la propriété sui- 
vante : 


2° La valeur minimale de la fonction | h,(z)| sur C,,, est atteinte au 
point 3, de intersection de l'arc C,,, avee l'axe réel(*). Cette valeur 


(1) Voir page 9. 
(2) En effet, posons 


w = peiw, vie pue 
1+Y 
Sur Pare [wo |£% de la circonférence | | = 1 correspondant à l'arc Cg,y, on a Pexpres- 
sion pour le module de la dérivée 
dz ( ; ai 
— = (1+ in ® sin! 
oe y) sing sind 
~ btw. b—wow 
siny © siny anni 
<—— 5 — 
is ONE +o — { ; 
sintt+y) 2 LE inte) PES, init ¥ head Bay pte . 
= . 2 sint+Y > Sin Y ; cos (1 + y)(x + Ÿ) 
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minimale est donnée par la formule 


ahi, An à (:— cos 2) [x + 00807 + 9) 
1(50) = py A 


LRO 
cuire 1+7 


Il résulte de cette expression et des inégalités (2) qu’il existe une 
constante C,, indépendante de 9 et y, et telle que 


Lire I : » 
| hy (49) | > t+ C.¥ ; 
Désignons par s la longueur de I’are C,, o la longueur de l'arc C,,. 


Il est facile de voir que si les inégalités (2) sont satisfaites, il existe 
une constante C, indépendante de 9 et y, et telle que 


o—s 


. = G7 
En s’appuyant sur ces deux inégalités, et en tenant compte de l’iné- 
galité |k,(3,)|<o, on obtient tout de suite la proposition suivante 


_ 3° St les nombres 9 et y vérifient les inégalités (2), tl existe une cons- 


Il est évident que si la condition (2) est vérifiée, le numérateur atteint la valeur maxi- 


male sur l’arc |w |< au point w = o. Désignons par g(w) le dénominateur de l’expres- 
: dz 
sion de —- 


oe La dérivée de g(w) peut étre présentée sous la forme suivante : 


«oy YE Tea) Ni oe 
(0) = a (sine? L 5 — — sin?? ed) siny cosw 


fr is tae 0) -o¥ Y—w 
+ [ (sin 2 + siney Ÿ - ) cos 


. v+tw. 
—asiny EE sint# 


==" 00 . 
5 608 (ya =) sinw \ 
Supposons que les conditions (2) sont remplies. Alors on a 


nid 
VE T  Y<yr+P<r. 


Il en résulte pour | w | < 4, que l'expression g’(w) a le même signe que w; par consé- 


= 
ss 


quent, g(w) atteint son minimum au point w =o. Ceci démontre que pe 


atteint son 


x ; “Sn dw 
maximum au point w =o, et le minimum de PE 


esl au point Zo. 
_ Ann. Ec. Norm , (2), LIV. — Fasc. 1. 
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tante C indépendante de 9 et y, et telle que les longueurs des arcs Cz 
et Cz, vérifient l'inégalité: 


DES 


(4) > Cf1 hy (s)P. 


3. La construction du domaine A. — Passons maintenant à la 
construction du domaine A, satisfaisant aux conditions du (héoreme 
énoncé. Nous allons construire une suite de domaines Ay, A,, ..., 
A, ..., dont chacun contient le précédent. Le domaine A sera défini 
comme la somme des domaines A,,. 

Posons la définition suivante. Soit C un are de la circonfé- 
rence |3|[—7r. On désigne par C. l’are de la circonférence, dont les 
extrémités coincident avec les extrémités de l’arc C, qui est situé en 
dehors du cercle |3|<r et qui forme un angle égal à yz avec l'arc C. 

Soit, encore, 7, une suite de nombres convergeant vers zéro. 


Le domaine A,. — Soit 9 1 un nombre positif arbitrairement 
petit, qui figure dans l’énoncé du théorème. Le domaine A, est le 
I 
cercle |5| < SP 
Le domaine A,. — Divisons la circonférence | z |= ~p en quatre 


parties égales, et soit C, l’une de ces parties. Remplacons l'un des 
arcs C, par C,, et désignons par Dj, le domaine limité par la partie 


5 4 I ‘ J 3 . 
restante de la circonférence |:|[— - p et l'arc Ci. Soit w= hi,(z) la 


fonction qui réalise la représentation conforme du domaine Dj, sur le 
cercle || <1, et telle que hi,(0)=0, hi,(0) > 0. D'après la pro- 
priété 2° de la fonction A, ,(s) (§ 2), la valeur minimale de | hi,(3)| 
sur la frontière du domaine D. est atteinte au milieu 3; de l'arc Cr 


Définissons, maintenant, le nombre y de la manière suivante : s’il 
. Serres UT ir = 
existe une valeur de y inférieure à 5? et telle que |h,.,(s:)|=1, y est 


égale a la plus petite valeur de y jouissant de cette propriété; dans le 
. £ = I 
cas contraire, y = = 


Par définition, le domaine A, est la somme des quatre domaines Di... 
: £ | 
Le domaine A, est simplement connexe, univalent et limité par 
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quatre arcs circulaires. Dans la suite, nous allons désigner ces arcs 
par I’, et toute la frontière du domaine A, par F,. Il est évident que le 
domaine A,, ainsi que sa frontière. est contenu dans le cercle |s|<e. 

Soit w= f,(z) la fonction qui réalise la représentation conforme 
du domaine A, sur le cercle [æ|<{1, et telle que 


Si(o) =o, Jf, (0) > 0. 


D'après le principe de M. Montel et les propriétés de la fonc- 
tion A,(s), on a, dans le domaine fermé A,, l'inégalité 


fit) 2r. 


Le domaine A,,, m22. — Supposons que le domaine A, , est 
construit et satisfait aux conditions suivantes : 


a. Le domaine A,,_, est simplement connexe, univalent et est 
contenu, ainsi que sa frontière l,_,, à l’intérieur du cercle |z| <p. 


b. Le contour l,_, est une courbe simple qui est la somme d’une 
infinité dénombrable d’arcs analytiques T#_.. 


_c. La fonction æ—f, , 3), qui réalise la représentation conforme 
du domaine A, , sur le cercle |w|<{1, en vérifiant les conditions 


Îm-1(0) =0, Pine (0) = ©, 
satisfait à l’inégalité 
| fma(s)i2r. 

Nous supposons encore qu'on a construit un domaine Q,,_, limité 
par une courbe simple, contenu dans le cercle | |< p et renfermant 
le domaine A,,_,, ainsi que tous les points réguliers de I’,,_,. La fron- 
tière de Q,,_. ne contient qu’une partie de l’ensemble des points irré- 
guliers de la courbe I’,,_, ('). 

Passons maintenant à la construction du domaine A,,. Soit, tout 
d'abord, Q,,_, un domaine jouissant des propriétés suivantes : 


Le domaine Q,., est contenu dans le domaine Q, ;, donc, a fortiori, 
Q,,_,, ainsi que sa frontière, appartient au cercle |z| <<; 


(1) @ est le ccrele | 3|[ <<. 
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Le domaine Q,,_, contient le domaine A,,_,, et la frontière de Q,,_, 
ne contient que tous les points irréguliers du contour I’,,_,5 

La frontière de Q,,_, est une courbe simple; « , 

La fonction f,_,(z) est régulière et univalente à l'intérieur 
de tir 


Soient $,,-, le domaine correspondant à Q,,_, dans le plan de la 
variable ¢ = f,_,(3), &®., les arcs de la circonférence | ¢| — 1 corres- 


pondant aux arcs, z— 9, (©) la fonction inverse de Ce joel 
Dans le cercle |¢| <1, on a l'inégalité 


(6) | @m—1(6)| St. 


Partageons chaque arc €, en une infinité dénombrable d’arcs 
partiels, de telle manière que : quel que soit un arc C de la subdi- 
vision, les trois conditions suivantes sont satisfaites : 


1° Le domaine K limité par les arcs circulaires C et Uy est situé 


complètement à à l’intérieur du domaine 5, .. 


2° A l’intérieur de chaque domaine K, la fonction 9,,_,(€) satisfait 
à l'inégalité 
(7) osc | Pm-1(6) | < Mm—, min | Pm—1($) le 


3° Soient X l’arc de la frontière T,,,_,, du domaine A, ,, corres- 
pondant à (, à la corde de l’are X; alors ona 


(8) longueur &. 


RSS TPE ME Y. Des re 
longueur d F bic. 


Une telle subdivision est évidemment possible. Nous avons obtenu 
ainsi une subdivision de toute la circonférence |{|— 1 en une infinité 
dénombrable d’arcs GC, avec les domaines correspondants K”,,. 
Désignons par £,, , les arcs correspondants de la courbe F, .. 

Soit 4, la valeur maximale de |, ,(£)| dans le domaine K' 


Remplacons l’arc C*._, de la circonférence |¢|=1 par un arc C7,_,., et 


soit D}, ,, le domaine limité par la partie restante de la circonférence 
et par l'arc Ch ,: Désignons par 


W = ho, (6) 


a 
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la fonction qui réalise la représentation conforme du domaine D” 
sur le cercle |w|<1, 


LL) 08 


Ro) oO ME (0) 0 


et soit Cu le milieu de l'arc C’,_,.. Nous allons maintenant définir un 
nombre vr de la manière suivante : s’il existe une valeur de y infé- 
rieure à =) et telle que 

nr (Sn) = Bim» 
Yn est égal a la plus petite valeur de y jouissant de cette propriété, 
dans le cas contraire Yn => i 


Désignons par D,, la somme de tous les domaines D?__,., par 
yy Û . , ° du 
w=h,,_,(¢) la fonction qui donne la représentation conforme de ce 
domaine sur le cercle || <1 et vérifie les conditions 


halte) — 0, Nn—1(0) > O. 


En utilisant le principe de M. Montel, on vérifie aussitôt que sur 
que arc C,,_,7,, On a 


(9) UP CAT RATE 


D'autre part, la propriété 3° ( $ 2) de la fonction hj,_,. entraîne 
l'inégalité 
(10) 


= ~ C(1 “Be pi), 
en désignant par s’,_, la longueur de l'arc C2_,, o%-, la longueur 
de Ge C étant une constante absolue. 3 

Par définition, le domaine A,, est le domaine correspondant à D,,, 
d’après la représentation z = ®,_,(€). Le domaine A, est simplement 
connexe, univalent et est contenu, ainsi que sa frontière, dans 
le cercle |s|<e, parce que le domaine D,, est à l’intérieur du 
domaine $,,_,. La représentation conforme 


mens) fn) 0, f (0) 01 
de A,, sur le cercle [w|<1 est donnée par la formule 


(11) w= fn(3) = km [fm (s)]. 
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De cette relation, on déduit facilement qu’à l’intérieur de A, on a 
l'inégalité à + 
its | | fm(z) 121 


- En effet, soit I l’arc de la frontière de A,,, correspondant à un are 


m 


circulaire C,,>,. Sur C,,,7, on a 
hu) | 2 nv | @m—1(8) |S mr 
done, sur l'arc I, la fonction f,, ,(3) satisfait a l’inégalité 
I 
2 


DATE 


| fm—1(5) [2 


et, par conséquent, sur cet arc F,,, ona 
| fm(4) |= | fim—1(4) | | Am (8) |21- 


Il en résulte que l’inégalité (12) est remplie sur la frontière de A, 
Elle a lieu à l’intérieur de A,,,, a fortiori, parce que la fonction /,,,(2) 
ne s’annule pas à l’intérieur de ce domaine. 

La frontière [,, de A,, est la somme d’une infinité dénombrable 
d’arcs analytiques I’, correspondant aux arcs C,,_,. Désignons 
par 2’ la longueur de l'arc XY, A’, la longueur de I. Soit v,, le 
minimum de |9,,_,(¢)| dans le domaine K’, ,. En tenant compte de 
l'inégalité (7), on obtient 


n nn n n 7 
Ate 2 Yn mis ie < Vn (1 + Nm-1 free 


et, en vertu de (10), nous obtenons l'inégalité essentielle 


An — Ui, 
(13) 2 — nm) C(t pu) = mme 


Les domaines A,, étant construits, on définit le domaine A comme la: 
somme de tous les domaines A,,,. 

ji z TR , 

#. La démonstration du théorème. — Démontrons que le 
domaine A satisfait à toutes les conditions du théorème énoncé. Il 
est évident que le domaine A est simplement connexe univalent et 


est contenu dans le cercle |s|<, parce que chaque domaine A, 
satisfait à ces conditions. Il résulte de la dernière propriété men- 
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tionnée du domaine A, qu’il ne coincide pas avec le cercle|z|<1, 
(pe <1). La frontière [ du domaine A est une courbe simple. En effet, 
un arc del’, dont les extrémités coincident avec les extrémités d’un 
arc analytique de la courbe F,,, est situé entre cet arc de T,, et un 
arc de la frontière de Q,, ayant les mêmes extrémités. Il en résulte 
que des arcs de I’, dont les extrémités coincident avec les extrémités 
de deux arcs de I’, n’ont pas de points communs. 

Soit 1» = f(s) la fonction qui réalise la représentation conforme du 
domaine A sur le cercle || <1, 


[ f(o}) =, f"(e) > 01]. 
D’aprés un théoréme de M. Carathéodory, 


ae f(s) = lim fn(s). 


Il en résulte qu’à l’intérieur de A, on:a l'inégalité 
(15) | £"(s)|24- 
Ceci démontre que la frontière I’ est une courbe rectifiable, et que 


(16) longueur F<27. 


Il ne reste qu’à démontrer que le domaine A satisfait à la condi- 
tion (3) du théorème énoncé. Pour voir que la condition (3) est 
vérifiée, il suffit de démontrer l'égalité 


(19) longueurT = 27. 


En effet, il résulte de cette égalité et de la relation (15), que presque 


partout sur la courbe l, on a[/’(s)/=1. 
D’après la construction de A, la courbe I contient toutes les extré- 
mités des arcs analytiques [,,. En vertu de l'inégalité (8), il résulte que 


m° 


(18) - longueurT,, << (1+ tin) X longueurT. 


Supposons, par impossible, que la longueur de I est inférieure 
à 27, longueur Tl = 27(1— 3). En vertu de (18) si le nombre m est 
assez grand, on obtient 


le 
(19) longueurT,, — jé Onl) |) av} < at (: = 2): 


As 
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C étant la circonférence |[w|—1, 9m() la fonction inverse de Tater 
Soit E,, l'ensemble des points vérifiant l'inégalité 


| Pn (w) | <iË. 


D'après une évaluation bien connue, il résulte de (19) 
mesE, > 78, 


par suite, la somme des longueurs d’arcs C,,, telles que 


Um < (: = £) (1+ nm) 


est supérieure à 73. Il en résulte, qu'il existe une constante absolue « 
telle que la somme dès longueurs des arcs =), correspondants est 


m 


supérieure à a (!). En tenant compte de l'inégalité (13) pour chacun 
de ces arcs Z”,, nous avons 


inet 
—— = (1 Si Nm) C (5 SF fn) — Nm 


pour tous les autres arcs 2”, par suite de l’inégalité (8), nous avons 


n 
Gee 


CNE ad LC 
m+ M1 
pe er ES 
l 
m+t 


d’ot 
longueurT,,,,, > (longueur, — a) (1 — nm) 


+ a [ 1+ Cu — Nm) (£ = nn) — nn |. 


C'est-à-dire si le nombre m est assez grand, on a 


longueur F,,,, > (1 — n»)longueurT,, + Ca ER 3 
2 


L'inégalité obtenue est incompatible avec (19), par suite la longueur 
de l'est égale à an. 


a a i ù = 4 
‘ea Pour donner une réponse négative a la question posée dans 
Introduction, démontrons la proposition suivante : 


nc bh ER ee eS 


(1) Cela résulte du théorème I de la première Partie, 
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Soit À un domaine satis faisant aux conditions du théorème, 3 = 9(#), 
la fonction qui réalise la représentation conforme du cercle |w|<1 
sur À, [p(0)=0, 9'(0) > 0]. La fonction log| 9'(w)| n’est pas repré- 
sentable par l’intégrale de Poisson de ses valeurs limites sur la circon- 
ference |w|=1. 


En effet, 
f log | 9’ (6) | | dw | =a, 
ler |=1 


tandis que d’après le lemme de Schwarz|æ'(o)|<p <1, log| 9'(0)| < 0. 

‘Indiquons quelques propriétés intéressantes des domaines A, qu’on 
obtient en rapprochant les résultats de M. Smirnoff (‘) avec la propo- 
sition précédente. 


a. Pour le domaine A il n’existe aucun système complet de poly- 
nomes orthogonaux sur le contour Tl. 


b. Il existe une fonction F(z) représentable par l’intégrale de 
Cauchy à l’intérieur de A et telle qu’à l’intérieur de A on a |F(z)| > I 
et sur la frontière de A on a presque partout | F(z)| =1. 

On obtient l’exemple d’une telle fonction en posant 


F(s)= f'(s), 


f(s) étant la fonction réalisant la représentation conforme du 
domaine A sur le cercle || <1. 


cc. Soit D, une suite de domaines convergeant vers A, de manière 
que chaque D, contient A=A + F. Désignons par s, la longueur de 
la courbe correspondant à [ dans la représentation conforme du 
domaine A, sur le cercle || <1. 

Ona 


liminf(s:) 227 + a, 
n+ 
a étant une constante ne dépendant que du domaine A. 
En effet, M. Smirnoff a démontré que s’il existe une suite de 


domaines A,, tels que lims, = 27, le système des polynomes ortho- 
n>x 


(1) Loc. cit., p. 2. 
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 1. 


<= 
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gonaux sur le contour est complet ('). Par conséquent, la propriété 
a. entraine la propriété c. Il est facile de démontrer la propriété c. 
directement. En effet, en désignant par /,(3), [f.(0) = 0, f,(o) >] 
la fonction qui réalise la représentation conforme du domaine A, sur 
le cercle |s|<1, on a, en vertu de l'égalité [?'(#)|—1, ayant lieu 
presque partout, 


fines f 


lim infs, > limoarl!f,(o)|l=2r|f'(o)l|, 
u>n n 


é falo(w)] | d9> fi(o)2r;, 
d’où 
>x 


et l’on achève la démonstration en remarquant que | /’(0)| >1. 
Indiquons, encore, une propriété de la fonction f(s) qui réalise la 
représentation conforme du domaine A sur le cercle. 


d. Quels que soient deux nombres positifs K et à, il existe deux 
nombres r <1 ete >o et un système d’arcs y,, dont la somme des 
longueurs est égale à ¢, située sur la courbe |f(z)|—r, tel que dans 
la représentation conforme de A sur le cercle |«|<1 il correspond 
aux arcs y, un système d’arcs de |« | — r dont la somme des longueurs 
est plus grande que K(1+ |dne|)-"'**. 

Supposons par impossible que l’on peut trouver deux nombres K : 
et ¢ qui ne satisfont pas à l'énoncé du théorème. Quel que soit l’en- 
semble E, situé sur la courbe | f(3)|—r et de mesure inférieure à ¢, 
on a l'inégalité 


(20) f f' (3), ds << R(t +! loge} )-i'+2, 
E 


D'autre part, des raisonnements analogues à ceux du paragraphe 7 de 
la première Partie conduisent à l'inégalité suivante — 
‘ 
) K de 
(21) I "(s)|logt| f’'(s) || dsl< SORTER RE 
| JF st f(s) || ds|s ‘ e(t+ | loge|)'+8° 
If étant un ensemble quelconque situé sur F,, mesH = y. 
Considérons maintenant la fonction log|9'(s")|. Les valeurs limites de 
cette fonction sur la circonférence || — 1 sont égales presque partout 


(1) Loc. cit, p. 354. 


:- à 
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à log|9’(e")|. En appliquant un théorème de M. Egoroff on peut 
trouver un ensemble & tel que mesG> 27 — net 


tim [og (r'eïl)| — log | 0! (re) || 49 = 0. 


>| 


D’autre part, 


ik 


[log | ¢!(rel) — log | #'(r'e)||49< f° loge | g'(rer) | dd 


es es 
+f log* 9" (r'ett) 145 + [| log- | 0’ (re®) | d9 +f log- | 0! (r’ e) | d9. 
“SCS ~¢é c& 


La fonction 9’() appartient à la classe H, et log* | o/(w)| < |9'(a)|. 
Il en résulte que les deux premières intégrales ne surpassent pas un 
nombre A(x) infiniment petit avec 7. Évaluons les deux dernières 
intégrales. En vertu de (21), ona : 


K de 


iy 
log— |’ (re®) | d9= '(z)|logt| f’ dz sf ————— ° 
Jos etre Lies af —— oom 


iD 


Et comme py. ne surpasse pas un nombre A(x) infiniment petit avec x, 
il en est de mème avec les deux dernières intégrales. On déduit de ces 
évaluations que 

lim ~ [log g' (re) | — log| 9! (rel) || db =o. 

ri >4 —t 
Il en résulte que la fonction log|9'(re’)| est représentable par l'inté- 
grale de Poisson, ce qui contredit à la propriété fondamentale du 


domaine A. | 
Il résulte de la propriété démontrée du domaine A que le théoreme I 
n’est pas susceptible d’une généralisation essentielle. 


TROISIÈME PARTIE. 


1. Posons quelques définitions qui nous seront utiles dans la suite. 
Soit D un domaine simplement connexe, contenant l’origine et limité 
par une courbe rectifiable l. Soit = f(z) la fonction qui réalise la 
représentation conforme du domaine D sur le cercle || <¢ et vérifie 
les conditions f(o)— 0, f'(o) = 1, et soit o(s) la fonction inverse. 
3 
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Nous dirons qu’une fonction F(s) régulière à l’intérieur du domaine D 
appartient dans ce domaine à la classe E,, s’il existe une suite de 
_ courbes rectifiables C,, situées à l’intérieur de D et convergeant vers 
la frontière [ de D, telle que les intégrales 


(1) fra 


restent bornées. 

[l est facile de démontrer que cette définition, qui n’exige pas la 
connaissance de la représentation conforme du domaine D sur le 
cercle, est équivalente à la définition de classe E, due à M. Smirnoff("). 
D'après M. Smirnoff, la fonction F(3) appartient à la classe E, si les 
intégrales 


(2) J |F(:)VaS 


restent bornées pour r — 0, I’. étant la courbe définie par l’équation 
If(s)| =r, (<p). 

Il est évident que si la condition (2) est vérifiée, la fonction F(z) 
satisfait à la condition (1). Démontrons que la proposition inverse est 
aussi exacte. Soit 9,(s), [9,(0)=0, 9,(0) >o], la fonction qui 
réalise la représentation conforme du cercle | |< 9 sur le domaine 
limité par la courbe C, et posons 


Ov) = Fl o(w)| Vow), ®, ((V)=F lo, (0) | Vo, (sw). 


La fonction ®,(s») appartient à la classe H, de M. Riesz, parce que 
F[2,(w) ] est bornée et (/o'() appartient à la classe H,, donc, sir e 


r | | ®, (re!) | dÿ<o | O,(pe%) d= [ 1F (5) P dS < K. 


ry), ’ ñ ; F ; ; . 

1) autre part, d'après un théorème de M. Carathéodory, les fonctions 
D,() convergent uniformément vers la fonction D(#:) à l'intérieur 
du cercle || <¢. Il en résulte que 


ih Leese dS 4h Da) 2! div = lim | | @, (0) |? | dw|<K. 


ald rj=r 


(1) SMIRNOFF, foc. cit. ~p. 1. 


AL 
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En s'appuyant sur la proposition démontrée nous pouvons énoncer 
quelques propriétés des fonctions F(=) appartenant à la classe E,. Il 
est connu que la fonction F(z) a presque partout sur le contour I des 
valeurs limites F(z), suivant les chemins non tangents, que cette 
fonction est sommable et que l’on a la relation 


(3) lim f 1F(&)ra8 Jf iF) ras 


2. Cela posé, nous pouvons énoncer un principe extrémal, qui 
définit la fonetion f(z) réalisant la représentation conforme du 
domaine D sur le cercle || <9, principe dû à M. Julia (‘). 

Considérons la famille des fonctions, appartenant à la classe E,, 
(p > 0) dans le domaine D et satisfaisant à la condition F(o0) =. 
La valeur minimale de l'intégrale 


(4) freres 


1 
est atteinte pour la fonction unique Fy(3) = | fG)Y , 

En particulier, pour p = 1 nous avons le principe suivant : Parmi 
toutes les fonctions régulières à l’intérieur du domaine D, continues 
dans le domaine fermé, absolument continues sur la frontière T et satis- 
faisant à la condition 

PVO)", ECO) =x, 


la fonction f(z) donne la plus petite valeur à l'intégrale 


(5) fireras. 


Les- propriétés extrémales indiquées ont été démontrées par 
M. Julia dans des conditions un peu plus restrictives, mais en s’ap- 
puyant sur l’égalité (3), on peut appliquer sa démonstration dans le 
cas considéré. 

Il est bien connu qu’à chaque principe extrémal, caractérisant la 
fonction qui réalise la représentation conforme d’un domaine sur le 


oO 
(4) Juura, Bulletin des Sciences mathématiques, 1928. 
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cercle, on peut attacher une suite de polynomes extrémaux. Soit p un 
nombre positif fixé. Le polynome extremal p,(3) est défini par la pro- 
priété suivante : ; 
Parmi tous les polynomes de degré n satisfaisant à la condition 
qn(o) =1, le polynome p,(3) donne la plus petite valeur à l'intégrale 


(6) w= fi gals) rd, 


Pour démontrer l’existence du polynome extrémal p,(3), il suffit de 
remarquer que les polynomes g,(3) pour lesquels les intégrales (6) 
sont uniformément bornées ont des coefficients uniformément bornés. 
Remarquons encore que le polynome extrémal p,(3) est unique 
si p >1. Cela résulte de l’inégalité de Minkowski. 

Dans ce qui suit nous allons étudier la convergence des poly- 
nomes p,(z). Ensuite nous donnerons une application des résultats 
obtenus au problème de la meilleure approximation des fonctions en 
moyenne d'ordre p >> o sur le contour [du domaine D ('). 


3. Désignons par 3 = p(w)la fonction qui réalise la représentation 
conforme du cercle |[#|<[9 sur le domaine D, vérifiant les condi- 
tions 9(0) = 0, 9’(0) =1. La fonction 9’(#) appartient à la classe H,, 
donc la fonction log|9’(ee”)|-est définie presque partout et est som- 
mable (?). Posons 


4 il 
pe! li 


Al 0 = j08 | ¢(pe)| 00 
(7) Diner LT PE 


Il est connu que la fonction D(#) appartient à la classe H, et jouit de 
la propriété suivante : quelle que soit une autre fonction ®, () appar- 
tenant a la classe H,, dont le module a presque partout les mémes 


valeurs limites, ona 
|B, (7) |S) Ow), 


si le signe d’égalité a lieu pour un point intérieur 5,(|#,|<p) la 
fonction ®,() ne diffère de ®() que par un facteur constant dont 


(') Les résultats obtenus généralisent quelques théorèmes de M. Smirnoff sur les SYS- 
tèmes de polynomes orthogonaux. 


(*) Riesz, Math. Zeit.; Bd. 8, H. 119% 


> 
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le module est égal à l’unité ('). Il en résulte que D(o)2>r, et si le 
signe d'égalité a lieu, on a ®(w) = o' (1). Done: pour que la fonction 
harmonique log |9’()| soit représentable par Vintégrale de Poisson de 
ses valeurs limites sur la circonférence | sv |= il est nécessaire et su ffi- 
sant qu'on ait l'égalité ®(0) =1. 


4, Nous pouvons maintenant démontrer la propriété suivante de la 
suite des polynomes extrémaux 


Tuéorime I. — Quel que soit p > 0, on a l'égalité 


(8) Kim fh = lim [| Pa,p(3) ? dS =270 @(0) 
a> x n>zeJT 


Remarquons, tout d’abord, que 2” >", donc la limite de u” existe. 
Désignons par 7,,,(sv) la transformée du polynome p,,,(w) dans le 
plan de la variable # = f(z), et soit B,,(«) la fonction de Blaschke 


qui a les mêmes zéros dans le cercle || <9, que la fonction ñ,,,(4). 


Posons 
; | Tn,p(W) = By ae) Ln pW), 
alors ona 
| Ln,p(0) | 21, Paige) (==) pe) |, | o’(pe”) | =! (pe) 


Il en résulte 
+i 
first ds=o [ tn p(pe®) | 9 (pe) | a9 
1 ie 
+h 
=p f rnp(pe)/" d(pet)] 45227? ®(0) 
— K 4 


parce que la fonction 2’, tr). BGP) est régulière a l’intérieur du 
cercle || << ¢ et appartient à la classe H,. Donc 


(9) limp? > 279 D(0o). 


Pour démontrer le théorème il suffit de démontrer que l’on peut 


(:) Szecô, Beiträge sur Théorie der Toeplitsschen Formen (Math. Zeit., Bd. 6, H. 3/4, 
Bd. 9, H. 3/4). — Sminnorr, Journ, Soc. Phys. Math. Leningrad, t. Il, ee II, 1930. 


3% 
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construire un polynome (=), tel que 


(10) g(o)=1, figerirds <are we) +6 


En effet, si m est le degré du polynome g(s), ona 


Bins [ 14(3) aS, 
à À 


et comme la suite 1/, est décroissante, 


re 


limp? <arp D(o) +. 
Fe ~ 
Donc uv! + 279 D(0). 


Passons maintenant a la construction du polynome q(z). Soit 


&(9) =| ®(pe) |:O(0), 


la fonction g(0) est sommable et 
ff 1058(5) d9 =o. 


Il existe alors un ensemble P, tel que les fonctions g(0) et rr sont 
bornées sur P et 


flog) d4 = log(1+ ¢’), f sQace. 
CP CP 


Désignons par /(4) la fonction qui est égale à GS sur P et à 1 ailleurs. 
fo) 
La fonction bornée 


F i) 

1 > peru . 
| —— lus j 10) 0 
oar > 
27 yp a ce 


xy) —e 


satisfait aux conditions 


it x(pe%)'”| D(pe) | dd < (a7 +8') @(0)p, x(o)—1\ Le’. 
Par suite, il existe un polynome æ,(w) satisfaisant aux mémes 


inégalités. En désignant par g, (2) la fonction correspondante dans le 
plan de la variable : = o(«), nous avons 


JAN ONU ES 


fints)ids <(an+e')p ®(0). 
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La fonction g,(#w) est continue dans le domaine fermé. D’après un 
théorème de Walsch et parce que le nombre ¢’ est arbitrairement petit, 


il existe un polynome g(z) satisfaisant aux conditions posées plus 
haut (10). 


5. Pourdéduireles conséquences du théorème démontré, nous avons 
besoin d’un lemme sur les suites de fonctions. 


Lemme. — Soit f,(z) une suite de fonctions définies dans le cercle 
[æ[<Ce et appartenant à la classe H,(p >> o) telle que 
(a) Jim fa(o) =1, 
+k der 
(6) lim f | fale”) |? dd = ar, 
nov _ + 
alors on a 
+T 
lim |fn(e%)—1lPdd=0o (1). 
n>2Y _r 


Démontrons d’abord ce lemme dans le cas particulier p = 2. Dans 
5 Creed 
ce cas nous avons I’identité 


; | fals) —1P=[| fa(z) 2? —1] — 2(réel f,(3) — 1), 
d’ou 


+k : 
ib | fale) — 1}? d9< 
= 


f 4 fn(e) |? dd — an| — 4r| réel f,(0) — 11. 


Ce qui démontre le lemme pour p — 2. En particulier, il résulte de la 
proposition démontrée que sip = 2 la suite /,(e®) converge en mesure 
vers l’unité. Soit maintenant p un nombre positif arbitraire. Désignons 
par 6,(z) la fonction de M. Balschke dont les zéros coincident avec 


(1) Sip >1 on peut démontrer un lemme analogue pour les fonctions d’une variable 
réelle. Soit fn(x) une suite de fonctions définies dans l'intervalle (0, 1) et appartenant a 
la classe L,. Supposons que 


1 1 
lim [ fn(w) dx =1, lim f Lfatæ)1P dx =1, 
n aoe 


n>o 0 
on a alors 


tim f° \fa2)—1 |P dx =0. 


N>w/ gy 


Dans le cas pt, la proposition n’est pas exacte. 
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 1. 


or 
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ceux de la fonction /,(z), et soit 
Jn(5) — b,(3) 8n(5)- 


La fonction g,(3) n’a pas de zéros dans le cercle. Nous pouvons sup- 
poser que la décomposition est faite de telle manière que b,(o)estréel 
et positif. Dans le cas contraire il suffit de multiplier la fonction 6,(=) 
par un facteur constant dont le module est égal à l’unité. Alors les 


P 
fonctions [g,(:)F, b,(z) vérifient les conditions du lemme pour 
p=2. En effet, il est évident que ces fonctions appartiennent à la 
classe H, et la condition (6) est satisfaite, parce que l’on a presque 


partout : 
[on(e®)|=1, | ule) |=| fa(e®)|. 
D'autre part, 

&n(0) ba(o) +1, | bn(0)|S1- 


i +1 : +7 
| Bn(0)|?S =f [gr (et) |p do = — | fr(e%) 1” dÿ x, 
27 Js. or Jie L 


il en résulte que la condition a est aussi satisfaite. D’après la propo- 
P 


sition démontrée pour p — 2, les fonctions b,(e*), [z,(e*)]* convergent 
en mesure vers l'unité; par conséquent /,,(e”) converge en mesure 
vers l'unité. Soit E, l’ensemble des points définis par l'inégalité 
| tent te) |<< et soit 2z(1-+ y,,) — la valeur de l'intégrale b. Ona 
alors 


fe |p az fo | fn( er) |p = fi fale |" d6 << 2n(1+ Hr) —(1— €&)’ mE, 


et comme mE, > 27, 1,0, la limite supérieure de cette intégrale 
est inférieure à 27[1—(1—<)’]. D'autre part 


fi feker ards RACE a+ or | (CE) + Hf | iter | 
_ En à CE, 1 


donc la limite supérieure de la première partie est inférieure à 
= i ) ea à A 
27[1 +e” —(1—e)], et la proposition est complétement démontrée. 


» | ’ 
6. En s’appuyant sur les deux propositions démontrées précédem- 
ss nous allons démontrer quelques théorèmes sur la convergence 
e la suite des polynomes p, (3). 
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Désignons par F,(z) la transformée de la fonction (Rey Ona 


alors le 


Tutoréme If. — Les polynomes p,,,(2) convergent uni formément vers 
la fonction F,(z) à l’intérieur du domaine D et sur le contour TV du 
domaine D on a 


lim | | F,(s) — prp(s) |? dS = 0. 
DES D 


En effet, soit r,,,(#) la transformée du polynome p, ,(z). D'après le 
théorème I et en vertu de l'égalité [g'(pe")| = | ®(oe%)|, qui a lieu 
presque partout, nous obtenons 


5 sd i0) |p | B(pe”) | a 
gin Fr | Tn,p (pe) |? eC TETE aj = 20. 
D’autre part 
Wisp td ye Ee 
® 5 : 
(Fe) appartient à la classe H,. D’après le 


La fonction 7,,(#) \®(o) 


lemme démontré tout à l’heure, on a 


+T 
lim doo. 
no _r 


1 |p 
® i0)\ p 
a Tn,p(pe”) (WS) 


En revenant au plan de la variable z, nous obtenons l’égalité cherchée 


lim | | Fp(s) — pa,p(s) |” dS = o. 
n>ov] 
Il est connu que cette égalité entraîne la convergence uniforme de la 
suite p, ,(3) vers la fonction F,(z) à l’intérieur du domaine D. 

Du théorème démontré il résulte immédiatement le 


Taéorème III. — Pour que la suite des polynomes p,,(3) converge 


1 
vers la fonction | f'(z)| à l’intérieur du domaine D, test nécessaire et 
suffisant que la fonction log | 9'(w)| soit représentable par l’intégrale 
de Poisson de ses valeurs limites sur ta circonférence | |= 9. St la con- 
dition est satis faite, la convergence est uniforme à l’intérieur de D et 
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_sur le contour T ona Végalité 


> © 


im {| SP papa)! dS =v. 


Faisons encore une application de ce théorème pour le cas p—1. 
Soit : 
Pale)= fl Pn1(3) ds. 


Le polynome P,(:) peut être défini comme il suit : P,,(z) est le poly- 
nome qui réalise le minimum de l'intégrale | 


fi Qi,(s) | dS, 
FE 


dans l’ensemble des polynomes du degré n, satisfaisant aux condi- 


tions 
Ortop o, Oro r 


Dans ce cas le théorème précédant conduit à la proposition suivante : 


TaéorèMe IV. — Pour que la suite des polynomes P,( 3) converge vers 
la fonction f(3) à l'intérieur du domaine D il faut et il suffit que la 
fonction log|9o'(sv)| soit représentable par l'intégrale de Poisson. Si la 
condition est satis faite, la convergence est uniforme dans le domaine 


fermé D. 


7. Soit F(s) une fonction appartenant à la classe E, dans le 
domaine D. Désignons par P,(:) le polynome qui rend le minimum de 
l'intégrale 


(11) p(B, Qn) = f JF (=) — Quis) ira, 


dans l’ensemble des polynomes de degré n, et soit 2”(F) = u"(F, P,). 
Nous dirons que la famille des polynomes est compléte dans le 
domaine D par rapport à la fonctionnelle w’(F, Q,) si quelle que soit 
la fonction F(3) appartenant à la classe E, on a 


lim pf (F) =o. 
> © 
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Dans le cas p=2 cette propriété est équivalente à la fermeture du 
système des polynomes orthogonaux. En s'appuyant sur les résultats 
obtenus on démontre facilement le théorème suivant : 


Tuéôrème V. — Soit p un nombre positif fixe. Pour que la famille de 
tous les polynomes soit complète dans le domaine D par rapport à la 
fonctionnelle W?(F, Q) il faut et il suf fit que la fonction log | o' (Ww) | soit 
représentable par l'intégrale de Poisson de ses valeurs limites sur la cir- 
_ conférence |w| =o. 


La condition est nécessaire. Soit f(s), [f(0) =0, f'(o) =1], la 
fonction qui réalise la représentation conforme de D sur le cercle 


| | <p, et soit F,(s)=[ /"(s)]’. La fonction F,(=) appartient évidem- 
ment à la classe E,. Si la condition du théorème n’est pas satisfaite, 
on a 


limp/(F,)> 0. 
> 
En effet, dans le cas contraire on a pe wi (F,, P,)—=0o. En tenant 


compte de l'inégalité de Minkowski phe: 1 et de l’inégalité 


fif+erass fis fanaa to 


pour p<{ 1, on déduit aisément que 


lim fi P,,(s) |? dS — 27e. 


n>e UT 


D'autre part, il est facile de voir que lim P,,(o) — 1. En effet, posons 


n>ow 
F,(s) — P,.(s) = 6,( 5) gn(=), On(s) étant la fonction de Blaschke 
relative au domaine D. La fonction g’(=) est représentable par l’inté- 
grale de Cauchy, et par conséquent PHONE à étant le 
rayon d’un cercle ayant le centre à l’origine et contenu dans & Il en 


résulte g,(0)b,(0) > oet lim P,(o) = F,(0) =t. Soit g,(3) = o> 


P, (0) 
ona 
lim f | gn(e) P= 2T0, 
n>x Ja 
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mais si la condition du théorème n’est pas satisfaite, on a P(o) >1 et 
le résultat obtenu contredit au théorème I. 


La condition est suffisante. — En effet, si la condition du théorème 
est vérifiée, il résulte du théorème II que l’on a 


(12) tim fT DATE ) 


Soit F(z) une fonction appartenant à la classe E,. La fonction 
Ffo(w)] Vo'(w) 


appartient à la classe H,, donc il existe un polynome æ(w), tel que 


Pp 
AS = 0: 


ef FL o(w) V9 Gr) — 2(w) Pa = [1 GE) — VF Bal) "dS <e. 
_h F 
D’après (12) on peut trouver un polynome z(z), tel que la valeur de 
l'intégrale 
1 p 

(ler cl as 

JT 
est aussi petite que l’on veut. D'autre part, d’après un théorème bien 
connu de Walsch, il existe un polynome a,(z) tel que la différence 
x| f(2)|— 2,(s)ne surpasse pas un nombre positif arbitrement petit. 


Soit P(z) = n(s)a,(z). En appliquant l’inégalité de Minkowski dans 
le cas p21 et l'inégalité 


i j+gvas<fifras+ f\gpas 


dans le cas p <1, on démontre que l’on peut trouver les polynomes 
m(s) et v,(s) de telle manière que l’on a 


[irc P(s)\PdS<e, 
« } 


ce que démontre le théorème. 


SUR LES 


FONCTIONS LOCALEMENT UNIVALENTES 
OU MULTIVALENTES 


Par M. Pau MONTEL. 


1. La classification des fonctions de variable complexe d’après leur 
ordre de multivalence dans un-domaine a permis de découvrir d’im- 
portantes propriétés des fonctions appartenant aux familles ainsi 
obtenues. Ce sont les fonctions univalentes qui ont été le plus étudiées 
parce que ce sont les plus simples et parce que leur étude est étroite- 
ment liée à celle de la représentation conforme. Les fonctions multiva- 
lentes d’ordre supérieur à l'unité ont été aussi, dans ces dernières 
années, l’objet d’intéressantes recherches. 

La multivalence d’un ordre donné p n’est pas une propriété 
locale. Une fonction multivalente d’ordre p dans un domaine le 
demeure assurément autour de chaque point du domaine, mais la réci- 
proque n’est pas vraie. Je me propose, dans ce travail, d'étudier les 
fonctions localement multivalentes d’ordre p. Nous les classerons en 
familles de fonctions également multivalentes d'ordre p autour de 
chaque point, et nous verrons que de telles familles ont beaucoup de 
propriétés communes avec les familles de fonctions globalement mul- 
tivalentes d’ordre p. Nous supposerons souvent, comme on peut tou- 
jours le faire à l’aide d’une représentation conforme, que le domaine 
simplement connexe dans lequel la fonction est définie est le cercle- 
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unité : |s|<1, et nous examinerons d’abord les fonctions localement | 
univalentes. 


2. Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine : nous 
dirons qu'elle est localement univalente dans ce domaine si elle est 
univalente dans tout cercle de rayon 9 intérieur au domaine. On peut 
remplacer p par un nombre plus petit, mais, même si la fonction est 
univalente dans le domaine, il existe une valeur maximum p, pour 
le nombre p. Ce nombre o est appelé un module d’univalence locale et 94 
est le module maximum. Nous dirons qu’une fonction est localement 
univalente « dans l’intérieur d’un domaine » si elle est localement 
univalente dans tout domaine complètement intérieur au premier. 

Si une fonction f(z) est localement univalente dans l’intérieur du 
cercle-unité (C), sa dérivée f’(z) ne s’annule pas dans ce domaine. 
Réciproquement, si f’(s) n’a aucun zéro intérieur à (C), la fonction 
est localement univalente dans l’intérieur de (C). En effet, f(z) est 
univalente autour de chaque point de (C) et son rayon d’univalence 
en ce point est un nombre positif 2’. Soit (C’) un cercle intérieur à (C), 
je dis que o’ admet dans (C’) un minimum positif ¢. Dans le cas con- 
traire, en effet, on pourrait trouver dans (C’) une suite de points P,, 
P,,..., P,,... pour lesquels les rayons d’univalence auraient pour 
limite zéro. Soit P, un point limite de la suite P,, il est intérieur à (C) 
et admet un rayon d’univalence positif 9’. Dans le cercle concentrique 


au cercle d’univalence et de rayon Fe tous les points ont un rayon 


d’univalence au moins égal à Po; donc, pour les points P, en nombre 


infini contenus dans ce dernier cercle, les rayons ¢’ ne pourraient tendre 
vers zéro, ce qui est contraire à l'hypothèse, Donc : 


Pour qu'une fonction soit localement univalente dans l’intérieur d’un 


domaine, il faut et il su ffit que sa dérivée première ne s’annule pas dans 
ce domaine. 


Une fonction localement univalente dans un domaine, est multiva- 
lente dans le domaine d’un ordre arbitraire aussi élevé qu'on le veut, 
comme le montre l’exemple des fonctions ( + 2)" ou e", n désignant 
un entier, pour |3|< 1. 


Considérons des fonctions localement univalentes dans un domaine 
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et admettant un module commun pe. Nous dirons que ces fonctions 
sont également localement univalentes. Nous grouperons les fonctions 
localement univalentes en familles de fonctions admettant un même 
module. 


3. On sait que la propriété d’univalence dans un domaine se trans- 
met à la limite pour toute suite de fonctions univalentes convergeant 
uniformément vers une fonction limite non constante; et réciproque- 
ment. Ce résultat est applicable 4 une suite de fonctions également 
localement univalentes et l’on peut établir le théorème suivant : 


St une suite infinie de fonctions également localement univalentes de 
module 9 converge uniformément vers une fonction limite non constante, 
cette fonction limite est localement univalente de module 9; et récipro- 
quement. 


Soit en effet la suite f,(z), f:(z),..., f\(z),... convergeant uni- 
formément dans l’intérieur du domaine vers une fonction limite /( s). 
Si cette fonction n’était pas localement univalente de module ¢, ilexis- 
terait un cercle (y) intérieur au domaine, de rayon o’< 9, contenant 
deux points P et Q en lesquels la fonction /(z) prend la même valeur a. 
La suite converge uniformément autour de P et autour de Q et, comme 
f(=) n’est pas une constante, /,(3) prend, pour n assez grand, la 
valeur a en des points P, et Q, aussi voisins de P et Q qu'on le veut, 
donc intérieurs à (y). Donc, pour n assez grand, /,(z)n’admettrait pas 
le module ». L'hypothèse est par suite à rejeter et f(:) admet le 
module o. 

La réciproque est manifeste : si /(s) admet le module », cette 
fonction est la limite de la suite infinie de fonctions f(s)+- qui 


admettent le module &. 
Mais la proposition comporte une autre réciproque plus importante : 


Si une suite de fonctions holomorphes 
fit), (2), sary fn(s), 


converge uniformément vers la fonction localement univalente f(s) de 
module 9, cette suite, à partir d’un certain rang, est formée de fonctions 
également localement univalentes de module p. 
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Comme la dérivée f’(z) ne s’annule pas, les fonctions fa) n’ont 
plus de zéro pour n assez grand. Si la proposition n’était pas vraie, il 
existerait une infinité de fonctions /,(3), qui sont localement univa- 
lentes à partir du rang où /,(z) né s’annule plus, pour lesquelles le — 
module serait inférieur à 9. Désignons encore les fonctions de cette 
suite par f,(z). A la fonction /,(2), correspondrait un cercle (yn) de 
rayon inférieur à p, dans lequel /,(z) prendrait la même valeur en 
deux points P, et Q,,. On peut extraire de cette suite, une suite partielle 
pour laquelle les cercles (y,) ont un cercle limite (y) de rayon au plus 
égal à o et les points P, et Q, ont des points limites P et Q situés 
dans (y) pour lesquels f(s) a la même valeur. f(s) n’admettrait donc 
pas le module p. Nous supposons ici que p a été choisi de manière 
que f(z) soit univalente dans le cercle fermé (y) de rayon p, ce qui 
est toujours possible en remplaçant au besoin 9 par un nombre légè- 
rement inférieur. 

On voit qu’il existe une espèce de contagion de l’univalence locale 
dans les suites uniformément convergentes. 

Lorsque 9 —1, les théorèmes précédents se confondent avec des 
théorèmes connus sur les suites de fonctions globalement univa- 
lentes. 


4. Considérons une famille de fonctions /(s) également localement 
univalentes et soit o un module commun aux fonctions de la famille. 
Dans chaque cercle (y) de rayon p intérieur au domaine, toutes les 
fonctions /(z) sont univalentes, donc les dérivées premières f’(z) 
forment une famille normale dans ce cercle (y). La famille des fonc- 
tions f’(z) est normale autour de chaque point intérieur au domaine: 
elle est donc normale dans l’intérieur du domaine. Toute suite infinie 
de fonctions /’(z:) de la famille, admet au moins une fonction limite 
qui est dépourvue de zéros ou qui coïncide avec la constante zéro 
puisque les fonctions /’(z) ne s’annulent pas dans le domaine. Si 
aucune fonction limite n’est la constante zéro, les modules de /’(s) 
admettront un minimum positif dans tout domaine intérieur au 


premier. Il en sera particulièrement ainsi pour la famille (E) des 
fonctions 


JE) = Gee ER 


4 
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holomorphes dans le cercle-unité (C) et admettant un module com- 
mun £ ; on a alors, dans tout cercle (C’) concentrique et intérieur à (C), 
| f(s) |2p, | 
t. désignant un nombre positif qui ne dépend que du rayon du cercle(C’). 
Réciproquement, si |f’(z)| a un module supérieur à un nombre 
positif p dans tout cercle (C’), la famille (E) est formée de fonctions 
également localement univalentes. II suffit, pour l’établir, de montrer 
que ces fonctions ont un module commun p dans chaque cercle (C’). 
La famille des fonctions f’(z) est normale dans (C) puisque f'(z) 
admet un cercle lacunaire dans chaque domaine (C’). Cette famille est 
bornée dans (C’) puisque /’(o)= 7. Il en résulte que la famille des 
fonctions /(z) est normale et bornée. Elle est formée de fonctions loca- 
lement univalentes puisque /’(s) ne s’annule pas. Si elle n’admettait 
pas dans (C’) un module commun g, on pourrait trouver une suite de 
ces fonctions 


faits) J2(2), sey fal2)s 


telle que le module d’univalence de /,(=) soit inférieur à < Soit 
alors f,(s) une fonction limite de cette suite normale. Comme /,(;), 
limite de f(z), ne s’annule pas, /,(3) est localement univalente avec 
un module o,. Les fonctions de la suite /,(:) qui convergent vers 
fo(s) ont donc le module o, à partir d’un certain rang, ce qui contredit 
l'hypothèse que leur module d’univalence tend vers zéro quand le 
rang augmente indéfiniment. Ainsi : 


Pour que la famille (E) des fonctions 
F(S)= ss FES +..5,; 

holomorphes dans le cercle-unité, soit formée de fonctions également 
localement univalentes dans l'intérieur de (C), tl faut et il su f fit que le 
module de f'(z) soit borné inférieurement par un nombre positif dans 
tout cercle concentrique intérieur. 

-En particulier, il en sera ainsi lorsqu'on a 

|f'(s) [24> 0 

en tout point du cercle (C). 

u 
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Si l’on suppose seulement que la condition |[f'(z)124 > 0 est rem- 
plie dans tout cercle (C’) sans ajouter la condition que f’(:) est fixe, 
ou borné supérieurement, en un point, on ne peut plus affirmer l’exac- 
titude du résultat. L'exemple de la suite 


Shs) = (4-2 he 
pour laquelle | /”,(s)|21 dans (C), montre que la conclusion ne subsiste 
plus. La fonction /,(2) s’annule en effet en tous les points intérieurs 


21KT 


à (C) d’affixes ate ae 1). La distance de deux points consécutifs tend 


\ 


, I 
vers zero avec Fe : “i 


5. On peut cependant arriver à la même conclusion pour d'autres 
familles que la précédente, au moins en ce qui concerne le caractère 
nécessaire de la condition imposée à /’(=). 

Dans chaque cercle (y), les fonctions f(:) sont univalentes et 
forment, par conséquent, une famille quasi normale d’ordre un. 
Comme on peut recouvrir entièrement (C') au moyen de cercles(y) en 
nombre fini de façon à former une chaine (y,), (y2), .…., (Ym) telle que 
deux cercles consécutifs de cette chaine aient une partie commune, on 
en déduit que toute famille des fonctions f(s) également localement 
univalentes dans (C) est une famille quasi normale dans l’intérieur 
de (C). 

En effet, toute suite infinie de fonctions f(s) contient une suite 
partielle convergeant uniformément dans (y,) vers une fonction finie 
ou vers l'infini avec un point irrégulier au plus. Dans le premier cas, la 
suite converge uniformément dans (y:), (Y:), +++» (Ym) vers une fonc- 
tion holomorphe : dans le second cas, elle converge uniformément 
dans Cv), (ya): (Vs), (Yn) vers la constante infinie, sauf peut-être 
en un point irrégulier au plus dans chaque cercle (+). 

L'ordre de cette famille est arbitraire et peut être aussi grand qu’on 
le veut comme le montre l’exemple de la suite des fonctions 

fa(s)=n((s+2ÿ— 27), 
p désignant un entier. 
_ On voit que la distance de deux points irréguliers ne peut être infé- 
rieure à ¢, car, dans le cercle (y) ayant pour centre l’un des points 
irréguliers, il ne peut y en avoir d’autre puisque la famille est quasi 


| 
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normale d'ordre un dans ce cercle. Il résulte de 1a que si l’on fixe les 
valeurs de f(s) en deux points dont la distance est inférieure a 0, la 
famille est normale et bornée dans l’intérieur de (C), et il en est 
de même de la famille des dérivées premières. On en déduit comme 
précédemment que, dans (C’), on a 


IJ'(s)|24 > 0, 
si les valeurs fixées pour /(3) sont différentes, car dans ce cas aucune 
fonction limite n’est une constante. On peut d’ailleurs toujours sup- 
poser que /(0) =o. 

Mais la réciproque n’est plus vraie. On peut fixer les valeurs de /(z) 
en un nombre arbitraire de points, la condition relative à f(s) ne 
suffit plus à assurer que les fonctions sont également localement uni- 
valentes. On le voit aussitôt au moyen des fonctions extraites de la 
suite | 

fr( 3) = (6+ 2)"— 2", 
en prenant pour zn les différentes puissances de 2. Pour n= 2", /,,(z) 
est nulle aux points 


in ix in 
2 (es de} : LUE SA nel 


si m est assez grand quand h est donné; il suffit d'attribuer à # les 
valeurs 2”"-*, 2-5, ..., 2-1, Cependant la famille des fonctions 
fam(z) n’est pas également localement univalente. 

Il peut paraître surprenant qu’en fixant les valeurs des fonctions en 
deux points seulement, la famille quasi normale des fonctions (3) 
devienne normale, alors qu’en général il faut fixer les valeurs de f(z) 
en p-+1 points si la famille est d'ordre p. Cela tient ici à la configu- 
ration particulière des points irréguliers dont les distances mutuelles 
dépassent ep. 

7. On sait que les fonctions univalentes dans un domaine (D) pos- 


sédent un « théorème de contraction » établi par M. Kœbe : dans tout 
_ domaine intérieur (D,), on a l'inégalité double 


J’ (41) <k 
fa | 2 


3, et 5, étant deux points du domaine. Il n’y a en réalité qu'une seule 


aS 
Per 


46 PAUL MONTEL. 


inégalité, la seconde se déduisant de la première. Nous allons voir que 
toute famille de fonctions également localement univalentes admet 
aussi un théoréme de contraction. Cela tient au fait qu’on peut donner, 
du théorème de M. Keebe, une démonstration ne faisant intervenir 
” que les seules hypothèses. suivantes : 1° la famille des dérivées 
premières est normale; 2° les dérivées ne s’annulent pas; 3° on peut 
remplacer /(z) par C/(z), C désignant une constante. 

Rappelons en effet cette démonstration : soit 5, un point quelconque 
f'(s) 
JS) 
male dans le domaine (D’) intérieur à (D) et contenant (D, ); 
comme elle est bornée au point z,, elle l’est dans (D,) tout entier par 
un nombre #, on a donc, en un point quelconque =, de (D, ), 


Fen 


d’un domaine fixe (D, ) intérieur au premier, la famille est nor- 


Il n’y a rien à changer à la démonstration si les fonctions f(z) sont 
également localement univalentes dans un domaine puisque : 1° les 
dérivées premières forment une famille normale ; 2° ces dérivées ne 
s’annulent pas; 3° on peut remplacer /(=) par C/(=), la famille reste 
également localement univalente. Donc : 


Toute famille de fonctions f(z) également localement univalentes 
dans un domaine (D) admet un théorème de contraction : dans tout 
domaine (D, ) intérieur à (D), on a les inégalités 


k désignant un nombre fixe qui ne dépend que de (D, ), =, et =, dési- 
gnant les af fixes de deux points de (D, ). 


On peut toujours supposer que (D) désigne le cercle (C). Dans ce 
cas, pour p — 1, on retrouve le théorème de M. Keebe. 

Nous allons maintenant établir la réciproque de cette proposition et 
montrer que le théorème de contraction caractérise les familles de fonc- 
tions également localement univalentes. 


Soit donc une famille de fonctions (3) holomorphes dans le cercle 
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(C) et telle que dans tout cercle (C,) on ait la double inégalité 


ss a f (41) (41) 


EU ek. 
RSF GOIS 


> = JC) — f (0) ’ 
eae on peut remplacer f(z) par fre) Sans changer l’hypo- 
thèse puisque /’(3) ne peut s’annuler en un point sans s'annuler par- 
tout, auquel cas l’inégalité n’aurait pas de sens, on voit qu’on peut 


toujours supposer /’(o) = 1.L’inégalité donne alors 
If (a) 12 53 


on en conclut, d’après le théorème du paragraphe 4, que la famille est 
formée de fonctions également localement univalentes. Le module 
d’univalence est évidemment le mème pour deux familles telles que 
les fonctions de l’une soient des combinaisons du premier degré 
af(z)+ 6, à coefficients constants, de celles de l’autre. 


8. La famille des fonctions univalentes dans un domaine (D) admet 
un « théorème de rotation » établi par M. Bieberbach. Dans tout 
domaine intérieur (D,), la fonction vérifie l’inégalité double 


= nsarg AE < 4) 


l'argument étant convenablement choisi; / désigne une constante qui 
ne dépend que du domaine (D,), 3, et 32 sont les affixes de deux 
points de ce domaine. 

Ici encore, le théoréme est applicable aux familles de fonctions 
également localement univalentes et caractérise ces familles. 

Sa démonstration ne fait en effet intervenir que les hypothéses rap- 
pelées au paragraphe précédent, hypothéses qui sont communes a 
toutes les familles de fonctions d’égale univalence locale. Rappelons 
cette démonstration. 

Considérons les fonctions log =~ LS) définies par la condition que 


JC) 


leur valeur est nulle au point 5,. Elles forment, comme les fonctions 
TG), une famille normale et bornée dans (D,), on en déduit que la 


SG) 


4 * 
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partie-réelle log He | 
rème de contraction, et que la partie imaginaire est aussi bornée, ce 
qui permet d'écrire eee | 
—hSarg = Sh. 

ar | 2) > 

Réciproquement, soit une famille de fonctions holomorphes /(=) 
admettant un théoréme de rotation. On peut toujours supposer que le 
domaine est le cercle-unité et que f’(o)=1, car /’(s) ne peut 
s’annuler, sinon on pourrait choisir son argument, en suivant un 
chemin convenable qui amène = au zéro de f’(z), de manière que 
l'inégalité ne soit pas vérifiée. On a alors en tout point s de (C') 
concentrique et intérieur à (C), . 


est bornée, ce qui établit de nouveau le théo- 


alu 


2h : 

la fonction [f’(3)]* est déterminée par la condition d’être égale à 
l'unité à l’origine. Es 

La famille des fonctions [ f’(:)]* admet comme espace lacunaire le 
demi-plan des abscisses négatives. Elle est donc normale dans (C,) 
intérieur à (C’) et bornée, puisque les fonctions sont bornées à l’ori- 
gine. Il en est de même de la famille des fonctions f(s) qui, ne 
s’annulant pas et prenant en o la valeur 1, vérifient l’inégalité 


If'(s)|24>0. 
Ainsi : toute famille de fonctions f(:) également localement univa- 


lentes dans un domaine admet un théorème de rotation : dans tout 
domaine (D,) intérieur à (D), on a les inégalités 


J'(s) ch 


—hsarg— 
= Le] F's) 
h désignant un nombre fixe qui ne dépend que de (D,), 3, et 3, dési- 
gnant les affixes de deux points de (D,). 
Le théorème de rotation caractérise les familles de fonctions égale- 
ment localement univalentes. 


5 


En d’autres termes, pour qu’une famille de fonctions soit composée 
de fonctions également localement univalentes, il faut et il suffit que 
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les fonctions de cette famille admettent un théoréme de contraction 
ou un théoréme de rotation. 


9. Bien d’autres propriétés rapprochent les familles de fonctions 
également localement univalentes des familles de fonctions univa- 
lentes. Je me bornerai à en indiquer une. 

Reprenons la famille (E) des fonctions 


F(3) 5 + 4,.3°7+...4 ans +..., 


holomorphes dans le cercle-unité où elles sont localement univalentes 
avec le module . La famille de ces fonctions est normale et bornée et 
il en est de même des familles formées par les dérivées des divers 
ordres. Si l’on désigne par M(r), M,(r), ...,M,(r), ..., les modules 
maxima de /(s), f(s), ..., f(s) ..., dans le cercle | s|<r, ces 
nombres sont bornés par des fonctions de r et du module d’univa- 
lence 9. En particulier; pour ro, on voit que les coefficients 
As Ays ..., An ... sont bornés par des nombres qui ne dépendent 
que de leur rang et du module o. 

On aurait obtenu aussi ce dernier résultat en observant que les 
fonctions f(z) sont toutes univalentes dans le cercle [:| << 9 et que, 
par suite, les fonctions (oz) sont univalentes dans le cercle-unite. 
Comme 


J(p5) 


a 


Re DS At 5p SRS crea pr etes 


est univalente dans ce cercle, on sait que ses coefficients sont bornés 
par des nombres ?(n) et que, en particulier, (2) = 2, 9(3)— 3. On 
a donc 


2 | 3 de 
MASSE | Oa |S oa zi | An |£ 


mais il est facile de voir que ces limites ne sont pas atteintes. Par 
exemple, pour a, la limite ne peut être atteinte, comme on sait, que 
pour 


ou 
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mais cette fonction n’est pas holomorphe dans le cercle-unité. La 


ue ae : re , 2 
limite supérieure de | a, | est donc inférieure à es 


10. La définition des fonctions localement multivalentes d’ordre p 
découle naturellement de celle des fonctions univalentes localement : 
nous dirons qu’une fonction holomorphe dans un domaine (D) est 
localement multivalente d’ordre p, dans ce domaine, si elle est multiva- 
lente d’ordre p dans tout cercle (y) de rayon ¢ intérieur à (D). Nous 
dirons que cette fonction est localement multivalente d’ordre p dans 
l'intérieur du domaine (D), si elle est localement multivalente d'ordre p 
dans tout domaine (D,) intérieur à (D). Le nombre ¢ est appelé 
module de multivalence : il peut varier avec le domaine (D,). 


Pour qu'une fonction f(z), holomorphe dans un domaine (D), soit 
localement multivalente d'ordre p dans l'intérieur de ce domaine, ul faut 
et il suffit que les dérivées 


FAS PE neat he) 
ne s’annulent pas simultanément en un point de (D). 


La condition est nécessaire car, si ces dérivées s’annulaient toutes 
au point 3,, on aurait autour de ce point le développement 


(z—:,)/+1 


(pags (TOR 


fs) = f (5) + 
et la fonction f(z) prendrait, dans le voisinage de 3,, p + q fois les 
valeurs voisines de f(3,). 

La condition est suffisante, car, si elle est remplie, tout point d’un 
domaine (D,), intérieur a (D) est le centre d’un cercle de rayon o’ dans 
lequel la fonction est multivalente de l’un des ordres 1, 2, ..., (p—1), p. 
On démontrerait, comme au paragraphe 2, que les nombres 0’ ont un 
minimum positif 9. On en conclut que la fonction admet, dans chaque 
domaine intérieur à (D), un module ¢ de multivalence locale d'ordre p. 

Pour que la multivalence soit effectivement d'ordre p, il suffit qu'il 
existe un point au moins en lequel les dérivées d’ordres 1, 2, ..+)(p—1) 
s’annulent simultanément. 


Une condition suffisante de multivalence locale d’ordre p est que la 
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dérivée f(z) n'ait pas de zéro intérieur à (D). Mais cette condition 
n'est pas nécessaire. Par exemple, la fonction 3?(3 — 1) est locale- 


ment bivalente et sa dérivée seconde s’annule pour 3 — 3 


11. Sans pousser plus loin l’étude des fonctions localement multi- 
valentes en général, nous nous bornerons à celles pour lesquelles la 
dérivée f(s) ne s’annule pas lorsque l’ordre de multivalence est p. 
De telles fonctions sont absolument multivalentes de classe zéro, au 
sens donné à ces mots pour les fonctions globalement multivalentes 
par M. Osaki ("). 

. Cela signifie que la propriété de multivalence locale n’est pas altérée 
si l’on ajoute à la fonction un polynome arbitraire de degré (p—1) au 
plus. Nous dirons brièvement que la fonction est complètement multi- 
valente d'ordre p. Pour les fonctions localement univalentes, l’univa- 
lence est toujours complète et l’on peut toujours ajouter une constante 
à la fonction. Il n’en est plus de mème lorsque l’ordre de multiva- 
lence est supérieur à l'unité. 


Pour qu'une fonction f(z) soit multivalente d'ordre p d’une manière 
complete, ul faut et il suffit que f(s) ne s’annule pas. 


La condition est, nous le savons, suffisante. Pour montrer qu’elle 
est nécessaire, supposons que /”)(z) s’annule en un point =, du 
domaine. La fonction 
(5 LE = 


re (CS ) 


SA See rere (p—1)! 


ne sera pas localement multivalente d’ordre p puisque l’on a 


cad Ry ie AT RE al A ET 


La fonction /(:) ne serait donc pas multivalente localement d'ordre p 
d’une manière complète. 

La notion de fonctions également localement multivalentes d'ordre p 
s’introduit de la même manière que celle de fonctions également loca- 


(4) S. Osaxt, On the theory of multivalent functions (Science Reports of the Tokyo 
Bunrika Daigaku, A, vol. 2. p. 167-188). 


52 PAUL MONTEL. 
lement univalentes. Il faut seulement distinguer entre la multivalence 
ordinaire et la multivalence complète. 

La multivalence locale d’ordre p se conserve par un passage uni- 
forme a la limite et le module est conservé; si une limite uniforme est 
localement multivalente d’ordre p, les fonctions de la suite sont éga- 
lement localement multivalentes d’ordre p, sauf peut-étre un nombre 
fini d’entre elles. Il faut toutefois excepter des fonctions limites, les 
constantes lorsque la multivalence est ordinaire et les polynomes de 
degré inférieur à p, lorsque la multivalence est complète. Les démons- 
trations se déduisent mutatis mutandis de celles du paragraphe 3. 


12. Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que de 
multivalence complète. Une famille de fonctions multivalentes 
d'ordre p dans un domaine est une famille quasi normale d’ordre p. 
Cette famille devient normale si l’on fixe les valeurs des fonctions en 
. p+1 points, où si l’on fixe en un point les valeurs de la fonction et 
de ses p premières dérivées ('). De même, une famille de fonctions 
également localement multivalentes d'ordre p est une famille quasi 
normale d'ordre quelconque dans l’intérieur du domaine; cette famille 
est normale si l’on fixe les valeurs des fonctions en p + 1 points situés 
dans un même cercle intérieur de rayon ¢, ou si l’on fixe en un point 
les valeurs de la fonction et de ses p premières dérivées. On le verrait 
comme au paragraphe 4. 

Lorsque la multivalence est complète, la famille des dérivées 
d'ordre p est toujours normale. Montrons en effet que cette famille 
est normale autour de chaque point 3, du domaine. Soit 


RER, a 4 r TA 5 — 50 )/—! 
P(s)==f( 35) (a 34) PS) EUR Cae pu 
la famille des fonctions 
apy Ltn Sf SSP Cs) 26h Vicyer- 
ata) Pp! f''(30) == Cs “nl ats 


est normale et bornée dans le cercle (y) de centre =, : en effet, les 
en eens Lt ma theta Mitiel bande + | 


1 > PD TE "ur loc L . a ? . 
(1) CFP. MONTEL, Sur les familles quasi normales de fonctions holomor phes (Mémoires 
de lfteadénie Royule de Belsique, »° série, t. 6, 1922, p. 1-41). 
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fonctions g(z) forment une famille quasi normale d’ordre p dans ce 
cercle, et cette famille est normale et bornée, puisque les valeurs g(2,), 
BE (5o)s +, 80-030), g (35) sont fixes. Donc, la famille des fonctions 
g"(s) est normale et bornée. Comme ona 


fo(sy= LG) gins), 


on voit que la famille des dérivées f(z) est aussi normale. 
On en tire des conclusions analogues à celles que l’on a obtenues 
… pour les fonctions localement univalentes. On en déduit en parti- 


culier la proposition suivante : 
| Pour que la famille des fonctions 


f(s) = SP + Ap SPO elon n 


holomorphes dans le cercle (C), soit formée de fonctions également loca- 
lement multivalentes d'ordre p d’une manière complete, il faut et il su U. fit 
que, dans tout cercle (C, ), on ait l'inégalité 


| fr'(s) |Z > o, 


u. désignant une constante. 


13. Les fonctions également localement multivalentes d’ordre p 
d’une manière complète dans l’intérieur d’un domaine (D) sont carac- 
térisées, à un polynome additif près de degré inférieur à p, par un 
théorème de contraction ou par un théorème de rotation portant sur la 
dérivée d'ordre p — 1. On démontre, en effet, en suivant la marche 
indiquée dans les paragraphes 7 et 8, la proposition suivante : 


Soit une famille de fonctions f(z) holomorphes dans un domaine (D) 
où elles sont également localement multivalentes d'ordre p d'une manière 
complète. Dans tout domaine (D, ) intérieur, la double inégalité 


JP (4) : 
‘| FmaalS 


est vérifiée; k, désigne un nombre fixe avec(D,), 3, et 5, sont les affixes 


de deux points de (D,). 


oo 
k, 
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La double inégalité 
fa) cp 
FC) 7 


— h,£arg 


est aussi vérifiée; h, désignant un nombre fixe avec (D, ). 

Réciproquement, si l'un ou l’autre de ces groupes d'inégalités est 
vérifié dans tout domaine (D, ), la famille est formée de fonctions éga- 
lement localement multivalentes d'ordre p d'une manière complète, à un 
polynome additif près, de degré inférieur à p, qui peut varier avec la 
fonction. 


On ne considère pas comme distinctes deux familles de fonctions 
telles que chaque fonction de l’une des familles se déduise d’une fonc- 
tion de l’autre famille par addition d’une constante et multiplication 
par une constante. 


14. Reprenons la famille des fonctions 


SEEPS oP GA PER ART 7, 


holomorphes dans le cercle-unité, également localement multivalentes 
d'ordre p d’une manière complète. 

On établit, en suivant la voie indiquée au paragraphe 9, que, dans 
tout cercle concentrique de rayon r<1, les modules maxima M(r), 
M,(r), ..., M,(r), ..., de la fonction et de ses dérivées sont bornés 
par des fonctions de r ne dépendant que du module 5. En particulier, 
pourr =o, on en déduit que les modules des coefficients a,.,, 


Apras ces 4... Sont bornés par des nombres qui ne dépendent que 
du rang net du module ¢. 
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INVOLUTIONS CYCLIQUES DU TROISIÈME ORDRE 


APPARTENANT 


A UNE VARIÉTÉ ALGÉBRIQUE À TROIS DIMENSIONS 


Par M. Luce GODEAUX. 


On sait qu’une surface algébrique de genres un (p,—=P,= 1) est 
caractérisée par le fait que tout système linéaire de courbes tracé sur 
la surface est son propre adjoint; la surface possède donc une courbe 
canonique (et des courbes pluricanoniques) d’ordre zéro. Une involu- 
tion du second ordre, n’ayant qu’un nombre fini de points unis, 
appartenant à une surface de genres un, est de genres un(p,—P,—1) 
ou de bigenre un (p,=P;=0, P,=1). Dans le premier cas, elle 
possède huit points unis; dans le second cas, elle est dépourvue de 
points unis et sur une surface image de cette involution, tout système 
linéaire de courbes est distinct de son adjoint, mais coincide avec son 
second adjoint ou biadjoint ('). On retrouve ainsi une surface décou- 
verte antérieurement par M. Enriques et qui peut se ramener, par une 


(1) Cette observation a été faite par MM. Enriques et Severi. Nous aurons fréquemment 
recours, dans ce travail, aux propriétés des involutions cycliques appartenant à une 
surface algébrique. On trouvera un exposé de ces questions et la bibliographie y relative 
dans notre Ouvrage sur Les involutions cycliques uppartenant à une surface algébrique 
(Actualités scientifiques et industrielles, n° 270. Paris, Hermann, 1935). 


50 . LUCIEN GODEAUX. 


transformation birationnelle, à une surface du sixième ordre passant 
doublement par les arêtes d’un tétraèdre ('). 

Il était intéressant de se demander ce que donneraient des 
considérations analogues relatives aux variétés algébriques à trois. 
dimensions. Considérons une variété algébrique à trois dimensions V, 
privée d’intégrales simples de première espèce, sur laquelle tout 
système linéaire de surfaces soit son propre adjoint. Cette variété 
possède donc des surfaces canonique et pluricanoniques d'ordre zéro. 
Soit I, une involution du second ordre appartenant à la variété V. 
Nous avons démontré que si l’involution I, est dépourvue de points 
unis ou possède oc! points unis, tout système linéaire de surfaces tracé 
sur une variété image de l’involution est son propre adjoint. Si l'invo- 
lution possède un nombre fini positif de points unis, tout système 
linéaire de surfaces tracé sur une variété image de l’involution est 
distinct de son adjoint, mais coincide avec son biadjoint (*). On trouve 
donc ici une variété analogue à la surface de bigenre un de M. Enriques. 

L'étude des involutions cycliques du troisième ordre appartenant 
à V, qui fait l’objet de ce travail, va nous conduire à une variété plus 
intéressante. Supposons que la variété V contienne une involution 
cyclique du troisième ordre 1,, possédant au plus 0! points unis. Nous 
démontrons que si l’involution I, est dépourvue de points unis, ou 
possède une courbe unie (et éventuellement des points unis isolés), 
tout système linéaire de surfaces tracé sur la variété image de l’involu- 
tion est son propre adjoint. Par contre, si l’involution J, possède un 
nombre fini (non nul) de points unis, tout système linéaire de surfaces 
tracé sur la variété image de l’involution est distinct de son adjoint 
et de son biadjoint, mais coincide avec son triadjoint. Cette variété est 
dépourvue de surfaces canonique et bicanonique, mais possède une sur- 
face tricanonique d’ordre zéro. Pour une telle variété, on a donc 
NT Penne ee I Oe IST 
LT cee cane orcas sopra ae oA bs algebriche (Mem. Soc. Ital. delle 

, 1896, : , L. A, p. 1-81). Au sujet de ces surfaces et de la bibliographie 


relative, voir posé sur pars a; Nees . 
é » vor notre exposé sur Les surfaces algébriques non rationnelles de genres 


arithnétique et géométrique nuls (Actualités scientifiques et industrielles, n° 193, Paris 
‘aes ; “ ’ wid dee ? 
ermann, 1934 ). 


(©) is les involutions du second ordre appartenant à certaines variétés algébriques à 
trois dimen : 6 5 
sions (C. R. Acad, Se., 9 déc. 1935, p. 1169-1170). 


ds 
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P,=0, P,=o, P,=1, P,—o, ..., et d’une manière générale P; =o 
ou I suivant que z n’est pas ou est multiple de trois. Nous avons 
d’ailleurs construit un exemple d’une variété de cette nature. 


1. Soit V une variété algébrique à trois dimensions satisfaisant aux 
conditions suivantes 


* 1° Ses surfaces canonique et pluricanoniques sont d'ordre zéro; 
2° Son irrégularité superficielle est nulle; 
3° Il existe une transformation birationnelle T, de période trois, 
transformant la variété en elle-même. 


Soit |F| un système linéaire de surfaces tracées sur V. Puisque la 
surface canonique de V est d’ordre zéro, l’adjoint | F’| de|F|doit coin- 
cider avec ce dernier système, 


\F’=|F |. 


Ce fait entraine comme conséquence que toutes les surfaces pluri- 
canoniques de V sont d’ordre zéro et que tout systéme linéaire de 
surfaces tracé sur V est son propre adjoint. 

D'autre part, le système caractéristique d’un système linéaire de 
surfaces tracées sur une variété d’irrégularité superficielle nulle, est 
complet ('), donc sur une surface F de | F |, les ne de ce système 
découpent le système canonique complet. 

La transformation birationnelle T engendre sur V une involution I,, 
d'ordre trois. Cette involution peut posséder soit un nombre fini de 
points unis, soit une courbe unie (dont tous les points sont unis), 
soit une surface unie. Nous exclurons ce dernier cas, nous limitant 
à la considération d’involutions cycliques possédant æ° et &' points 
unis. 


2, Considérons sur V un système linéaire de surfaces | A, |, simple, 


(1) Voir Rosati, Sugli spuzi normali delle varieta algebriche (Atti R. lstituto Veneto, 
1908-1909, p. 75-84), et Severt, Fondumenti per lu geometria sulle varieta «lgebriche 
(Rendiconti Circolo Matematico, Palermo, 1909, t. XXVIII, p. 33-87). Cf. la fin du 
NUM CE 

Rappelons qu’une variété d'irrégularité superficielle nulle est dépourvue d’intégrales 
simples de première espèce (Castelnuovo-Enriques ). 

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 1. 8 


n'ayant pas pour points-base des points unis de Vinvolution I;. Au 
système | A, |, T fait correspondre le système | A, | et T° le système | A; |. 
Considérons le système linéaire complet 

| F |=] A,+ A.+ A3. 
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Le système |F| est transformé en lui-même par T et il en est de 
même de ses multiples. De plus, d’après les hypothèses faites sur | A, |, 
ce système n’a pas pour points-base des points unis de l’involution I,, 
à condition toutefois qu’aucun de ces points ne soit fondamental 
pour l’involution, hypothèse dans laquelle nous nous placerons 
désormais. 

Le systeme |F| ne peut étre composé au moyen d’une involution 
distincte de I,, puisque par hypothèse le système | A,| est simple, 
mais |F| pourrait être composé au moyen de l’involution I. Plaçons- 
nous dans cette hypothèse etremarquons que les systemes|F |, |2F |, ..., 
|AF|, ... découpent, sur une surface F déterminée, le système cano- 
nique, le systeme bicanonique, ..., le systeme A-canonique, ... de 
cette surface. Sitous les multiples de | F | étaient composés au moyen de 
involution I,, les systèmes pluricanoniques d’une surface F seraient 
tous composés au moyen de cette involution. 

Soient F une surface générique du système |F| et I, l’involution 
cyclique d’ordre trois formée par les groupes de I, appartenant a F. 
Si p'' est le genre linéaire de F et |C| le système canonique de cette 
surface, celui-ci est composé au moyen de I, de méme que les systémes 
pluricanoniques|2C|, ...,|/AC|, ..., et le système |AC| a pour degré 
et genre 


B(pM— D, = ACA a)(p 1) +1. 


Observons que la surface F posséde au plus un nombre fini de points 
unis de [;, et que par suite les courbes C, 2C, ..., AC, ... ne con- 
tiennent en général pas de points unis. Cela étant, si ® est une surface 
image de |, et T les courbes qui correspondent aux courbes C, au 
système | C| correspondra le système | AT | de degré et genre 


GG) AG) (pt — 1) +1. 


A partir d'une certaine valeur de A, les systèmes |AC|, [AT] sont 
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réguliers, mais la dimension du premier croit plus vite que celle du 
second, alors que sous les hypothèses faites, ces dimensions doivent 
constamment être égales. Nous parvenons donc à une absurdité, et par 
conséquent si |F| est composé au moyen de I;, on peut le remplacer 
par un de ses multiples non composé au moyen de I,. En changeant 
éventuellement de notation, nous pouvons donc supposer que |F| est 
simple. 

Le système de dimension minimum, compris dans|F| et comprenant 
les surfaces A, + A, + A,, est composé au moyen de I,, et ses surfaces 
ne passent pas en général par les points unis de l’involution I,. Nous 
désignerons par |F,| le système compris dans |F|, le plus ample 
possible, composé au moyen del;, contenant les surfaces A, + A,+A.. 

Le système | F| contient un système linéaire partiel | F, | composé au 
moyen de I,, par conséquent il en contient au moins un second |F| et 
au plus un troisième |F,|. 

Supposons que |F| ne contienne que deux systèmes linéaires 
partiels |F, |, |F,| composés au moyen de I,. Alors, le système | 2F| 
en contient trois, que l’on peut représenter par 


l2F,}, |F,+F.[, |aF,|. 


En changeant éventuellement de notations, nous pourrons donc 
toujours supposer que |F| contient trois systèmes linéaires partiels 
composés au moyen de I;. 

Nous avons done construit sur V un système linéaire de surfaces | F |, 
transformé en lui-méme par T, contenant trois systémes linéaires 
partiels | F, |, | F, |, | F,| composés au moyen de l’involution I,, dont le 
premier n’a pas pour points-base des points unis de cette involution. 

Nous désignerons respectivement par 7, 7,, 72, r, les dimensions 
de |F|, |F,|, |F.|, |F,|. Remarquons qu’en remplacant éventuelle- 
ment |F| par un de ses multiples, on peut supposer ces dimensions 
aussi grandes qu’on le veut. 


3. Rapportons projectivement les surfaces F aux hyperplans d'un 
espace S, à r dimensions. A la variété V correspond birationnellement 
une variété que nous continuerons à désigner par V. De mème, nous 
continuerons à appeler F les sections hyperplanes de ce nouveau 
modèle projectif de V. 

5 
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A la transformation T correspond une transformation échangeant 
entre elles les sections hyperplanes et les faisceaux de sections hyper- 
planes de S,; elle est donc déterminée par une homographie de période 
trois de S,, que nous désignerons toujours par T. | 

L’homographie T possède trois systèmes linéaires d’hyperplans unis, 
découpant respectivement sur V les systèmes | F, |,|F.|,|F,|, composés 
au moyen de I,. Par conséquent, cette homographie possède trois axes 
ponctuels (espaces linéaires lieux de points unis) que nous désigne- 
rons ‘par S(, S$), Se. 

Pour préciser, nous supposerons que les hyperplans passant par S°?, 
S\*) découpent sur V le système |F, |, les hyperplans passant par S, 
Si), le système |F,|, et enfin les hyperplans passant par S'", S" le 
système |F, |. 

Le système |F,| n’a pas pour points-base des points unis de I, par 
conséquent, les espaces S®, S‘*) ne rencontrent pas V, et sur le 
modèle projectif de cette variété envisagé ici, l’involution I, possède 
æ° ou æ' points unis, appartenant à l’axe S'"’. 

De plus, les espaces S''’, S®, S) ont respectivement 7,, 7%, 7s 
dimensions et, d’après la théorie des homographies cycliques, on a 


Ta + Te + Tir —2. 


4. Rapportons projectivement les surfaces F, aux hyperplans d’un 
espace linéaire $,. à r, dimensions, ou, si l’on préfère, projetons V 
sur S'' à partir de l’espace linéaire de dimension minimum conte- 
nant S®), S®). A la variété V correspond dans S,, une variété Q image 
de l’involution I,. 

Nous désignerons par |®,|, |®,|, | ®,| les systèmes linéaires qui 
correspondent respectivement à | F, |, IF, |, | F;| sur Q. Ces systèmes 
sont complets, et le premier est formé par les sections hyper- 
planes de Q. 

Si n est l’ordre de Q, = le genre des courbes sections de cette 
variété par les espaces à r, — 2 dimensions, la variété V est d'ordre 
3n et ses sections par les espaces à r— 2 dimensions de S, sont de 
genre 3r— 2. Désignons par C ces dernières courbes (courbes carac- 
téristiques du système |F|); ce sont les courbes canoniques des 
surfaces F, et par conséquent si pl!) est le genre linéaire de ces surfaces, 


À x 
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ona 
p.=3n—2=—3n4+1, n—=T—I. 


Le genre arithmétique et le genre géométrique d’une surface F 
sont égaux, puisque l’irrégularité superficielle de V est nulle; 
ona Pr — Pr =T. 

… Observons encore que la variété Q est nécessairement dépourvue 
d'intégrales de différentielles totales de première espèce, et que, par 
suite, son irrégularité superficielle est nulle. 


I. — Involutions n'ayant qu'un nombre fini de points unis. 


5. Nous commencerons par étudier les involutions n’ayant qu’un 
nombre fini de points unis et, en premier lieu, celles qui en sont 
dépourvues. 

Soit donc I, une involution privée de points unis, appartenant à la 
variété V. L’axe ponctuel £'') de T ne rencontre donc pas V, et les 
systèmes de surfaces |F, |, |F,|, sont analogues. 

Nous nous appuierons sur le théorème suivant (*) : 

S'il existe sur une surface algébrique régulière une involution 
cyclique d'ordre premier p, dont le genre arithmétique n’est pas nul, 
privée de points unis, le transformé du système canonique de la 
surface image de l’involution est celui des systèmes composés au 
moyen de l’involution, formé de courbes canoniques de la surface, 
qui a la dimension minimum. | 

Supposons, pour fixer lesidées, r, <r, <r; et fixons l’attention sur une 
surface F, de|F, |. Soit ®, la surface qui lui correspond sur Q. Appli- 
quons à la surface F, la propriété qui vient d’être rappelée. 

Le système canonique |(F,, F )| de F, contient trois systèmes 
linéaires partiels|(F,, F,) |, |(F,, F.)|, | (F,, Fs) | composés au moyen 
de I, et dont les dimensions sont 7, —1<r,<r;. Le transformé du 
système canonique de la surface ®, est celui des systèmes précédents 
qui a la dimension minimun (?), c'est-à-dire |(F,, F,) |. IL en résulte 


F Si 


(1) L. Gongavx, Sur les involutions cycliques dépourvues de points unis, appartenant à 
une surface algébrique régulière (Bull. de Acad. roy. de Belgique, 1932, p. 672-679). 

(2)-On peut toujours supposer que la surface 4, a le genre arithmétique supérieur à 
zéro, car on peut toujours remplacer | F | par un de ses multiples. D'ailleurs, si le genre 
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que les courbes canoniques de ®, sont découpées sur cette surface 
par les surfaces ®,. Le système | ®, | est son propre adjoint, 


IP 1=1 |, 


la variété Q possède une surface canonique d’ordre zéro et tout système 
tracé sur Q est son propre adjoint. 

On en conclut 

| ®, | =|, |, | ®, | =! |. 

Sur une surface F,, il y a trois systèmes de courbes canoniques 
composés au moyen de I, et celui de ces systèmes quiest le transformé 
du système canonique de la surface ®, homologue, a la dimension 
minimum. On a donc 

rei — fists 
d’où r,—r,. On établirait de même r,=r,=r;. On en déduit 
r=3r,+2. 

Les surfaces ®,, ®,, d, ont les genres r,= 7, =7,, et les surfaces F, 
les genres p,=p,=3t,+1. Entre les genres arithmétiques d’une 
surface F; et de la surface ®; homologue, nous avons donc la relation 


Pa+1=3(Ta+ 1), 


conforme à la relation que nous avons établie antérieurement ('). 

A une surface F n’appartenant à aucun des systèmes |F,|,|F,|, | Fs| 
correspond sur Q une surface ®. Lorsque F varie d’une manière 
continue dans | F| et tend vers une surface F,, la surface ® se déplace 
d’une manière continue et se réduit à une surface 3d,. De même, 
lorsque F tend vers une surface F, ou F;, ® se réduit à une surface 
3%, ou 3®,. On a donc 


|3@,|=|3®,|=| 34, | 


et la variété Q a le diviseur o = 3 (°). 
ee a eh eal pack Se UE 
arithmétique de ®, était nul, cette surfaceserait isolée, et l’on a observé plus haut que la 
dimension r; de | D; | pouvait être choisie aussi grande qu’on le veut. 
(1) Recherches sur les involutions douées d'un nombre Jini de points de coïncidence 
. “ ju ” . ? 
‘Ppartenant à une surface algébrique (Bull. de la Soc. Math. de France, 1929 
A se Se sic pourrait d’ailleurs se déduire, comme nous l'avons fait remarquer, 
“une formule très générale sur les correspondances ent à 
‘ re les surfaces, due à M. 
(Rend. R. Istituto Lombardo, 1903), jus 


(*) Voir à ce sujet la fin du Mémoire de M. SEVERI, La base minima pour la totalité 


i. à EE 
a 
4 
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Une involution cyclique du troisième ordre, privée de points unis, 
appartenant à une variété algébrique à trois dimensions V d’irrégularité 
superficielle nulle et possédant une surface canonique d'ordre zéro, a 
pour image une vartété d’irrégularité superficielle nulle, possédant une 
surface canonique d'ordre zéro et de diviseur trois ('). 


6. Nous supposerons maintenant que l’involution I, possède un 
nombre fini de points unis et commencerons par étudier ceux-ci. 

Un point uni A appartient, comme nous l’avons remarqué, à l’axe 
ponctuel S!) de l’homographie T. Nous supposerons que le point A 
est simple pour la variété V, ce qui n’est d’ailleurs pas une restric- 
tion, et nous désignerons par à l’espace à trois dimensions tangent à V 
en À. Cet espace est transformé en lui-même par T; celle-ci subordonne 
dans « une homographie h. 

L’espace « peut a priori occuper les positions suivantes : 


1° Il aun plan en commun avec l’espace S'') et rencontre l’un des 
axes S’), S'*), par exemple S'*), en un point. 

2° Il a une droite en commun avec l’axe S'') et rencontre soit 
l’espace S‘*) suivant une droite, soit chacun des espaces S’), St) sui- 
vant un point. 

3° Il n’a que le point A en commun avec l’espace S""’. 


Dans les deux premiers cas, l’espace S,_» commun à un hyperplan 
passant par S”’, S®) et à un hyperplan passant par S''', S°®), coupe en 
général la variété V suivant une courbe C ayant un point simple en A. 
Cette courbe C contient æ' groupes de l’involution I,, et l’on aurait 
ainsi, sur cette courbe, une involution n'ayant qu’un point uni, ce qui 
est en contradiction avec la formule de Zeuthen. On en conclut que 
l'espace tangent a en A à V n’a que le point A en commun avec S"’. 

Cela étant, deux hypothèses peuvent être faites : 


des courbes tracées sur une suryace algébrique (Annales de l'École Normale supérieure, 
1908, p. 449-468). On y trouvera un aperçu de l'extension aux variétés algébriques de la 
théorie de la base construite par ce géomètre dans le cas des surfaces. Le nombre o se 
définit pour les variétés comme pour les surfaces. 

(2) Nous avons énoncé ce théorème, dans le cas plus général d’une involution eyelique 
Wordre p dépourvue de points unis, dans une communication faite au Congrès interna- 


tional des Mathématiciens, a Oslo (juillet 1936). 


5* 
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1° L'espace « rencontre l’un des espaces SU), S$) suivant un plan 


(et ne rencontre pas l’autre). 
2° L'espace « rencontre l’un des espaces S'”’, S'°) suivant une droite, 


l’autre suivant un point. 


Dans le premier cas, l’homographie k induite par T dans l'espace a 
est une homologie de centre A. Par analogie avec les surfaces, nous 
dirons que le point A est un point uni parfait. 

Dans le second cas, l’homographie A est une homographie axiale 
hyperbolique générale, et nous dirons que le point A est un point uni 
non parfait. 

Nous étudierons successivement ces deux sortes de points unis. 


7. Soit A un point uni parfait de I,;. Supposons que l’espace tan- 
gent « à Ven A rencontre l’axe S! suivant un plan a’. L’homographie 
h est donc une homologie de centre A et de plan &. 

Un hyperplan passant par les axes S'), S®) coupe « suivant un 
plan 7, variable avec cet hyperplan. La surface F;, section de V par 
l’hyperplan considéré a, en général, un point simple en A et touche en 
ce point le plan +. Il en résulte que les groupes de I, appartenant à F, 
forment une involution ayant en A un point uni parfait ('). Par consé- 
quent, les surfaces F, passant par A coupent la surface F, considérée 
suivant une courbe ayant un point triple à tangentes distinctes et 
variables en A. On en conclut que sur une surface F, passant par A, 
les surfaces F, découpent des courbes ayant un point triple a tangentes 
variables en A. Par suite, le point A est triple pour les surfaces F, 
passant par ce point. On remarquera d’ailleurs qu’un hyperplan 
passant par les espaces S'*), S®) et par A, hyperplan coupant V sui- 
vant une surface F,, contient l’espace « et que, a priori, A est au moins 
double pour la surface F, considérée. 

Soit A’ le point de diramation de Q qui correspond au point uni A. 
Deux surfaces F, passant par A se coupent suivant une courbe C ayant 
un point multiple d’ordre neuf en A et dans le domaine de ce point, il 
existe un point uni de I, sur chacune des neuf branches de la courbe. 
À cette courbe C correspond sur Q une courbe l'ayant un point multiple 


earn CSST em RS Ré qe a, 
(*) Recherches sur les involutions... (loc. cit. ). 


re 
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d'ordre neuf en A’; cette courbe l appartient à un espace linéaire à 

r, — 2 dimensions passant par A’; donc « ce point est multiple d’ordre 
Belt pour la variété Q. 

Désignons par W le cone tangent, d’ordre neuf, à la variété Q en A’. 
Observons que les cônes US tangents en A aux surfaces F, 
passant par ce point, appartiennent à l’espace a, et que, d’autre part, 
il y aune projectivité entre les surfaces F, passant par A et les sections 
hyperplanes de Q passant par A’. On en conclut que le cône W repré- 
sente les cônes cubiques de sommet A appartenant à l’espace à trois 
dimensions a. En d’autres termes, les sections du cône W par des 
hyperplans ne passant pas par A’, sont des surfaces du neuvième ordre 
représentant les courbes du troisiéme ordre d’un plan. Une telle sur- 
face appartient à un espace linéaire à neuf dimensions, par conséquent 
le cône W appartient à un espace linéaire à dix dimensions. 


A un point uni parfait de l’involution 1, sur V correspond sur Q un 

point de diramation multiple d'ordre neuf pour cette variété, le cône 

_ tangent ayant pour sections hyperplanes des surfaces représentant les 
_ cubiques d’un plan. 


8. Supposons maintenant que A soit un point uni non parfait. L’es- 
pace « s’appuie en une droite a sur S") et en un point A, sur S'’. 
L’homographie h induite par T dans cet espace possède un axe ponc- 
tuel a et deux points unis isolés A, A, (homographie axiale hyperbo- 
lique générale). > 

Les surfaces F, passant par À appartiennent à des hyperplans 
passant par S$’), SW), A et contenant par suite «; elles ont donc en A 
un point double au moins. 

Les surfaces F, ont en A un point simple, le plan tangent à ces sur- 
faces en ce point étant le plan Aa. L’involution formée par les groupes 
de I, appartenant à une surface F, possède en A un point uni parfait; 
par conséquent, les surfaces F, passant par A découpent sur cette sur- 
face des courbes ayant un point triple à tangentes variables en A. 

. Par suite, les surfaces F, coupent toute surface F, passant par A sui- 
vant des courbes ayant un point triple en A. 

Les surfaces F, ont, en général, un point simple en A; le plan tangent 

en ce point à une de ces surfaces contient deux tangentes et deux 


Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 1 9 
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seulement unies pour T; ce sont la tangente AA, et une droite située 
dans le plan Aa. On sait que les surfaces F, passant par A découpent, 
sur une surface F,, des courbes ayant un point double en A, une des 
tangentes en ce point étant la droite AA,, l’autre la droite située dans : 
dans le plan Aa, dont il vient d’être question. Les surfaces F, 
découpent donc, sur les surfaces F, passant par A, des courbes ayant 
un point double en ce point. 

Il résulte de tout ceci qu’une surface F passant par A a nécessaire- 
ment un point double biplanaire en ce point, l’un des plans tangents 
étant le plan Aa, l’autre plan tangent passant par la droite AA,. 

Deux surfaces F, passant par A se rencontrent suivant une courbe 
ayant un point quadruple en ce point, une des tangentes étant la 
droite AA,, les trois autres tangentes appartenant au plan Aa. Sur 
une telle courbe, il y a quatre points unis de I,, infiniment voisins 
de A. On en conclut qu’au point de diramation A’ de Q, homologue 
de A, la variété Q possède un point quadruple. 

Puisque toutes les surfaces F, passant par A y sont tangentes à la 
droite AA,, au point infiniment voisin de A situé sur cette droite cor- 
respondent les points infiniment voisins de A’ sur Q, situés dans un 
plan ¥,. 

D'autre part, aux droites du faisceau de centre A et de plan Aa 
correspondent des tangentes à Q en A’ formant un cône cubique 
rationnel Y.. 

Il résulte de nos recherches sur les involutions appartenant à une 
surface algébrique, déjà citées, que les surfaces ®, ont en A’ un point 
double biplanaire. Fixons l’attention sur une surface F, et la surface ®, 
homologue; soient «’ le plan tangent à F, en A, a’ la droite suivant 
laquelle ce plan coupe le plan Aa. Au point infiniment voisin de A 
sur la droite AA, correspondent les points infiniment voisins de A’ 
dans le plan Y,; au point infiniment voisin de A sur la droite a’ 
correspondent les points infiniment voisins de A’ situés dans un 
certain plan Ÿ, passant par A’ et coupant Y, suivant une droite. La 
surface ®, a comme plans tangents en A’ les plans ,, V,. Le cône tan- 
gent a Q en A’ est le lieu du plan d'. Ce plan coupe le cône 4, suivant 
la droite qui correspond à la droite a’ du plan Aa. D’autre part, a 
chaque plan de l’espace « passant par AA, correspond une droite du 
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plan 4, passant par A’, précisément la droite 4,4’. On en conclut qu'il 
existe une homographie entre les droites du faisceau (A’, 4) et les 
droites du cône 4, les plans d” étant déterminés par les couples de 
droites homologues. 

Coupons la figure par un hyperplan Ë ne passant pas par A’. La sec- 
tion de }, par € est une cubique gauche (E,4.); la section de 4, 
une droite (&, },) homographique à la cubique gauche précédente. 
Les sections des plans ’ par Ë sont des droites engendrant une surface 
réglée normale du quatrième ordre, et le cône tangent à Q en A’ est la 
projection de cette réglée a partir de A’. Ce cone appartient en général 
a un espace a cing dimensions. 


A un point uni non parfait de Vingolution 1, sur V correspond sur Q 
un point de diramation multiple d'ordre quatre pour cette vartété, le cône 
tangent ayant pour sections hyperplanes des surfaces réglées rationnelles 
normales, dont les directrices sont une droite et une cubique gauche homo- 


graphiques (*). 


9. Nous allons maintenant rechercher l’influence des points unis 
de I, sur la détermination des systèmes adjoints à | ®, |, | ®,|, |®,|. 

Supposons en premier lieu que l’involution I; possède un point uni 
parfait A, l’espace « tangent à V en A coupant l’axe S'*! de T suivant 
un plan @’. 

Les surfaces F, ne passent pas en général par A. Les surfaces F, 
appartiennent a des hyperplans contenant S!'}, S®), A, donc l’espace «, 
et ont donc un point double en A. Les surfaces F, passent simplement 
par À. 

Nous avons remarqué que l’involution d’ordre trois déterminée par I, 
sur une surface F, avait en A un point uni parfait. Par conséquent, 
aux courbes canoniques de la surface ®, homologue correspondent 
sur F, des courbes canoniques passant simplement par A. Ces der- 
nières courbes ne peuvent être découpées que par les surfaces F,, F, 
ou F;. Or, les sections de F, par les surfaces F, ne passent pas en 


(+) Au sujet des deux derniers théorèmes, voir notre note Sur les involutions cycliques 
appartenant à une variété algébrique à trois dimensions (Bulletins de l’Académie royale 
de Belgique, 1931, p. 29-39). 
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général par A; les sections de F; par les surfaces F, ont un point 
double en A et les surfaces F,, F, ne peuvent nous convenir. - 

Restent les surfaces F;. Observons que deux hyperplans passant 
par S''), S®1 coupent en général l’espace « suivant des plans distincts, 
c’est-à-dire que deux surfaces F, ont en général des plans tangents 
distincts en A. On en conclut que l’adjoint du système |®;| coincide 
avec ce systeme. 

Si involution 1, possède un point unt parfait, la variété Q possède 


une surface canonique d’ordre zéro. 


Supposons, en second lieu, que l’involution I, possède un point uni 
non parfait A, l’espace « tangent à V en A s'appuyant suivant une 
droite a sur Set en un point A, surS"?. 

Comme nous l’avons vu, les surfaces F, ont en A un point simple, 
le plan tangent en ce point étant le plan Aa. L’involution d’ordre trois 
déterminée par I, sur une surface F, posséde en A un point uni par- 
fait, donc les courbes canoniques de cette surface, transformées des 
courbes canoniques de la surface ®, homologue, passent simplement 
par A. Observons que les surfaces F, ne passent pas en général par A; 
que les surfaces F, ont méme plan tangent en A et que, par suite, la 
courbe commune a deux de ces surfaces a un point double en A; enfin 
que les surfaces F; passent simplement par A sans y toucher les sur- 
faces F,. On en conclut que l’adjoint de | ®, | est le système | ®; |, c’est- 
a-dire | | 

LA IE 

Une surface F, contient 0? groupes de I, formant une involution 
dont A est un point uni parfait, donc les courbes canoniques de cette 
surface transformées des courbes canoniques de la surface ®, homo- 
logue ne passent pas en général par A. On en déduit que l’adjoint 
de |@, | est |, |; 


| ®; |=|% |. 
L'adjoint du système |®, | ne peut être que |, |: 
| ®, |=|4, |. 


On en conclut que la variété Q ne possède pas de surface canonique. 
Le second adjoint de |®, | est 


| ®, | =|, |=] |, 


$y 
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par conséquent, la variété Q est dépourvue de surface bicanonique. 
Le troisième adjoint de | ®, | est 


[Bi |=|®; |=|%, |, 


par conséquent, la variété Q possède une surface tricanonique d’ordre 
zéro. 

St Vineolution 1, possède un point uni non parfait, la variété Q est 
dépourvue de surfaces canonique et bicanonique mais possède une sur- 
face tricanonique d’ordre zéro. 


On en conclut que : 


Lingolution 1, ne peut posséder à la fois des points unis parfaits et 
des points unis non par faits. 


10. Considérons une involution I, ne possédant que des points unis 
parfaits. En un certain nombre, 7., de ces points, les espaces tangents 
à V rencontreront l'axe S') de T suivant des plans, et, aux 7, points 
restants, les espaces tangents à V rencontreront l’axe S() suivant des 
plans. Nous désignerons par A, l’un quelconque des premiers points, 
par A, l’un quelconque des derniers. 

Les surfaces F, possèdent des points simples, à plans tangents 
variables, aux points A, et des points doubles, à cônes tangents 
variables, aux points A,. Les surfaces F, passent doublement par les 
points A, et simplement par les points A;. 

Considérons une surface F, soit F,, ne passant par aucun des 
points A,, A;, et soit ®, la surface qui lui correspond sur Q. Le genre 
arithmétique de F, est p,—r et celui de D,estr,—r.. Puisque la cor- 
respondance entre ®, et F, est dépourvue de points de diramation, on a 


(1) Pa+1=3(Ta+i). 


D'autre part, nous avons établi (') que les systèmes de courbes 
ICF,, F,) 3 |(F,, F, ) |, compris dans le système canonique de F,, com- 
posés avec I, et qui ne sont pas les transformés du système canonique 

‘de ®,, ont la dimension =,. Les systèmes |F, |, |F,| ont donc la dimen- 
sion r, =7,-= T,. Il en résulte que, bien que la correspondance entre 
une surface ®, (ou ®,) et la surface homologue F, (ou F;) ait des 


(1) Sur les involutions cycliques dépourvues de points unis... (loc. cit.). 
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points de diramation, la relation (1) subsiste entre les genres arithmé- 
tiques de ces surfaces. | ange 

Mais, d’autre part, il existe, entre les genres arithmétiques des sur- 
faces ®,, F,, une relation tenant compte des éléments de diramation : 
de la correspondance entre ces surfaces, relation que l’on peut déduire 
des formules de M. Severi (‘). S 

Considérons une surface F, et la surface ®, homologue. La surface ®, 
est obtenue en rapportant projectivement les courbes découpées sur F, 
par les surfaces F, aux hyperplans de l’espace linéaire à 7, dimensions 
contenant Q. C’est une surface normale d’ordre x'')—1 et dont les 
sections hyperplanes ont le genre x!'}, x''! étant le genre linéaire de ®,. 

On a, d’ailleurs, entre ='') et le genre linéaire p'') des surfaces F, 


la relation 
pl = 3 (nit) — 1). 


Nous savons que la surface ©, possède, aux 7, points de dirama- 
tion A, homologues des points Ay, des points triples à cônes tangents 
rationnels. 

En un point A;, la surface F, a un point double conique et les 
surfaces F, contenant ce point, des points triples coniques. On en 
conclut qu'aux points de diramation A', homologues des points Ag, la 
surface ®, a des points sextuples coniques. On observe d’ailleurs que 
le domaine d’un point Ay, sur la surface F,, équivaut, au point de vue 
des transformations birationnelles, à une courbe rationnelle de ~ 
degré — 2 unie pour l’involution I, appartenant à F,. 

Soit 6 la classe de la surface ®,. En considérant un faisceau de sec- 
tions hyperplanes de cette surface, on trouve, pour l'invariant de 
Zeuthen-Segre I’ de ®,, la valeur 


L'= 0 + 37, + 67; — (nt — 1) — Ant, 
> Ba s r. : Er » ae 
L'invariant de Zeuthen-Segre I de F,, calculé au moyen du faisceau 
correspondant, a pour valeur 
I= 30 + 4t,+ 6t,— (p")—1)— 4pli). 
PSE ERR eee tL D LE 
(1) Sulle relasiont che leguno à carattert invarianti di due superficie in corrispondenza 
algebrica ( Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 1903, p. 495-511). 


FE 
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L’élimination de 6 entre ces deux relations donne 
(2) 4 3(l'+4)=1+ 4 + 57 + 127. 


D'autre part, les courbes canoniques de ®, ont pour transformées, 
sur F,, les courbes découpées sur les surfaces F,. Ces courbes 
passent simplement par les points A, et ont des points quadruples aux 
points A;. On en conclut que le genre linéaire o'') de la surface ®, est 
donné par 


(3) 3(pi 1) =p 1 — rs ty. 


En additionnant membre à membre les équations (2) et (3) et, en 
tenant compte de la formule de Noether, 


I+ ph 12 pa+Q, 


on obtient 
3 X 12(Ta+1)—12 (Patt) + 4t,+ 843. 


Comparant cette relation a la formule (1), on en conclut t, = +; =o. 


St une involution cyclique du troisième ordre appartenant à une vartété 
algébrique V d'irrégularité superficrelle nulle et possédant une surface 
canonique d'ordre zéro, n'a qu'un nombre fini de points unis, ceux-ci 
sont des points unis non parfaits. 


11. Supposons maintenant que V contienne une involution I, possé- 
dant des points unis non parfaits. Nous avons vu que dans ce cas, la 
variété Q image de l’involution I, est dépourvue de surfaces canonique 
et bicanonique, mais possède une surface tricanonique d'ordre zéro. 

Supposons qu’en un des points unis A,, l’espace tangent à V ren- 
contre S) suivant une droite et S') suivant un point, et qu'en un 
second point uni A,, l’espace tangent à V rencontre S'° suivant un 


point et S'?) suivant une droite. 
L'existence du premier point entraîne, comme nous l’avons vu, 


[PIB | ®,; |= 1%]. 


L’existence du second point entraine, au contraire, 


| ®, | =| ®, |. 
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72 
Les systèmes |®, |, |®, | étant distincts, nous arrivons à une absurdité. 
Nous supposerons donc que l'involution I, possède + points unis, 

l'espace tangent à V en chacun de ces points rencontrant S\) suivant, 

une droite et S') en un point. | 
Dans ces conditions, on a 


[®,|=|%.|, III, | P| =| M%- 


Il en résulte que les genres arithmétiques des surfaces ®,, ®,, ®, 
sont respectivement ro+i1,rs+1,7, +1. Sur une surface ®,, nous 
avons trois systèmes linéaires|(®,, ®, )|,|(®,,®.)|, |(®, ®, )| prove- 
nant de systèmes appartenant au système canonique de la surface F, 
homologue de ®,. L'un de ces systèmes, le second, est le système cano- 
nique de ®,. D’après le théorème invoqué plus haut sur les involutions 
cycliques dépourvues de points unis appartenant à une surface algé- 
brique, théorème applicable ici puisque F, ne passe pas en général par 
les points unis de I;, les systèmes | (®,, ®,)|, | (®,, ®, )| ont la dimen- 
SION Ty, a = a + 1 étant le genre arithmétique de ®,. On a donc 


Ti—IiZ= arab, 3r,—=T+I. 


Entre les genres arithmétiques =, de ®, et p, de F,, nous avons la 


relation 
Pa+1=3(Ta+1) 


qui se ramène à 37r7,=r-+1. 

L'involution déterminée par J, sur la surface F, possède + points 
unis parfaits; entre le genre arithmétique p, d’une surface F, et le 
genre arithmétique +, de la surface ®, correspondante, nous avons la 
relation 

3(Pa+1)=q{(rat+i) —7T. 


On A Par, Ra=ls+i=r, d'où rt — 9. 

De même, l’involution déterminée par I, sur une surface F, possède + 
points unis non parfaits. Entre le genre arithmétique p, de cette surface 
et le genre arithmétique x" de la surface ®, homologue, on a la relation 


= 


3(Pa+1)=q(r, +1) — 27. 


Nous avons Pa Tr, %, =", +1; on en déduit 7 = 9, ce qui confirme 
le résultat précédent. 
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St une involution cyclique du troisième ordre, appartenant à une 
variété algébrique à trois dimensions d'irrégularité superficielle nulle et 
ayant une surface canonique d'ordre zéro, possède un nombre fini de 
points unis, ceux-ci sont des points unis non parfaits et sont au nombre 
de neuf. La variété image de l’involution est dépourvue de sur faces cano- 
nique et bicanonique, mais possède une surface tricanonique d’ordre 
zéro (). 


II. — Involutions ayant une courbe unie. 


12. Après avoir considéré les involutions ayant un nombre fini de 
points unis, nous passerons à l’étude des involutions ayant une courbe 
unie. 

Soit donc I, une involution cyclique ayant une courbe unie D. Cette 
courbe appartient à l'axe S') de l’homographie T. Nous supposerons 
que la courbe D est simple pour la variété V et que l’espace linéaire à 
trois dimensions tangent à V en un point de D n’a en commun avec S"’ 
que la tangente à la courbe D en ce point. Cet espace tangent est uni 
pour l’homographie T et deux hypothèses peuvent être faites : 


1° L’espace tangent à V en un point de la courbe D rencontre l’un 
des espaces S’?), S') suivant une droite et ne rencontre pas l’autre. 
2° Cet espace rencontre les espaces S'??, S'*) chacun en un point. 


Dans le premier cas, nous dirons que la courbe D est une courbe 
unie parfaite, dans le second une courbe unie non parfaite. 

Désignons par = l’ordre de la courbe D. Un hyperplan £ passant par 
S2, S®) coupe la courbe D en = points et la variété V suivant une 
surface F,. L’involution d’ordre trois déterminée sur cette surface F, 
par I, possède des points unis aux + points de rencontre de la courbe D 
avec l’hyperplan £. Soit A un de ces points et soit « l'espace tangent 


en A à la variété V. 
Si la courbe D est une courbe unie parfaite, l’espace « coupe l’un des 


(2) Nous avons construit récemment un exemple de l’involution considérée ici; voir 
notre note Sur deux involutions cycliques du troisième ordre appartenant à une vurtété 
aleébrique à trois dimensions ( Bulletin des Sciences Mathématiques. 1937, p. 82-96). 
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espaces S), S'°), par exemple le dernier, suivant une droite a’. Le plan 
tangent à la surface F, en A est le plan Aa’. Toutes les droites de ce 
plan passant par A sont unies pour l’homographie T, et le point A est 
uni parfait pour l’involution d’ordre trois appartenant à Fi. ke: 

Au point À correspond, sur la surface ®, de Q homologue de F,, un 
point de diramation A’. Nous avons démontré que le point A’ est triple 
conique (a cone tangent rationnel) pour la surface ®,. On en déduit 
que la courbe de diramation A, qui correspond sur Q à la courbe D, est 
triple pour cette variété. La courbe A est évidemment d'ordre 7. 


Si Vinvolution 1, possède une courbe unie parfaite, la courbe de dira- 
mation correspondante sur la variété Q image de l’involution, est triple 
pour cette vartété. 


Si D est une courbe unie non parfaite, l’espace « s'appuie en un 
point A, sur S’) et en un point A, sur S®’. La surface F, a comme plan 
tangent en A le plan AA, Ag, et dans ce plan, l’homographie T détermine 
une homographie non homologique ayant comme points unis A, Ag, A;. 
Le point A est uni non parfait pour l’involution déterminée par I, sur F,. 
Nous avons démontré que le point de diramation A’ homologue de A 
sur Q est double biplanaire ordinaire pour la surface ®, qui corres- 
pond à F,. 

Laissons fixe le point A et faisons varier l’hyperplan £ passant par A. 
L’hyperplan & découpant sur Q la surface ®, varie en passant toujours 
par A’. Toutes les sections hyperplanes de Q faites par des hyperplans 
passant par A’ ont donc en ce point un point double biplanaire ordi- 
naire. Il en résulte que la variété Q aun point double en A’, le cône 


tangent a la variété en ce point étant formé de deux espaces linéaires 
à trois dimensions. 


St Uinvolution 1, possède une courbe unie non parfaite, la courbe de 


diramation correspondante sur la variété Q image de l’involution, est 
double pour cette vartété. 


15. Reprenons, pour l’étudier plus en détail, le cas où l’involution I, 
possède une courbe D unie parfaite, les espaces tangents à la variété V 
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aux points de cette courbe rencontrant l'axe. St de T suivant des 
droites et ne rencontrant pas l’axe S®. 

Les surfaces F, sont découpées sur V par les hyperplans passant 
par S‘" et S®); ces hyperplans contiennent les espaces tangents à V aux 
points de D, donc cette courbe est double pour les surfaces F,. 

Les surfaces F, sont découpées sur V parles hyperplans passant par 
les axes S'"), S) de T; ces hyperplans ne contiennent par les espaces 
tangents à V aux points de la courbe D, donc celle-ci est simple pour 
les surfaces F.. 

Reprenons la surface F, et son homologue ®, sur Q. Les points de D 
appartenant à F, sont des points unis parfaits de l’involution déterminée 
par |, sur cette surface, donc aux courbes canoniques de ®, corres- 
pondent sur F, des courbes canoniques de cette surface passant simple- 
ment par les points unis en question. Il en résulte que le système 
canonique de D, est découpé sur cette surface par le système | ®, |. 


L’adjoint de 2, | est donc 
| ®, | =| ®, |. 


Considérons une surface F, et soit ®, la surface homologue sur Q. 


L’involution déterminée par I, sur F, possède une courbe unie D, donc 
aux courbes canoniques de ®, correspondent sur F, des courbes qui, 
jointes à la courbe D comptée deux fois, donnent des courbes cano- 
niques de cette surface. Il en résulte que ces courbes sont découpées 
sur F, par les surfaces F,. Par conséquent, l’adjoint de | ®, | est 


| ©, | =|, |. 


Par conséquent, l’adjoint du système | ®, | est nécessairement 


| D, | =|, |. 


Considérons une surface F, et la surface ®, correspondante. Comme 
nous l’avons vu, la surface F, a comme courbe double la courbe D. 
Chaque point de F,, infiniment voisin de D, est uni pour l'involution I,. 
Il en résulte qu’à une courbe canonique de ®, correspond sur F, une 
courbe qui, ajoutée aux courbes de F, infiniment voisines de D, donne 
une courbe canonique de la surface. Cette courbe canonique ne peut 

€ 
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être située sur une surface F, et par conséquent |®, | ne peut être 
l’adjoint de |®, |. Nous parvenons donc à une contradiction. 


Si l'involution 1, possède une courbe unte, celle-ci est nécessairement 
une courbe unie non parfaite. 


44. Cela étant, considérons sur V une involution 1, possédant une 
courbe unie non parfaite D. En tout point A de D, l'espace « tangent à 
V s'appuie en un point A, sur S®) et en un point A, sur S*’. Lorsque le 
point A décrit D, la droite AA, engendre une surface que nous dési- 
gnerons par A, et la droite AA,, une surface qui sera désignée par A,. 

Les surfaces F,, découpées sur V par les hyperplans passant par S!", 
SG), contiennent la courbe D. En un point A de cette courbe, le plan 
tangent à une surface F, est déterminé par la tangente à D en A et par 
la droite AA, ; il en résulte que les surfaces F, passent simplement par 
la courbe D et se raccordent, le long de cette courbe, à la surface A,. 

De même, les surfaces F, passent simplement par la courbe D et se 
raccordent, le long de cette courbe, à la surface A... 

Les points de rencontre d’une surface F, avec la courbe D sont des 
points unis non parfaits de l’involution déterminée sur cette surface 
par I,. Par conséquent, aux courbes canoniques de la surface D, homo- 
logue, correspondent sur la surface F, considérée des courbes cano- 
niques ne passant pas par les points unis en question. Il en résulte 
que |, | est son propre adjoint. La variété Q possède donc une surface 
canonique d'ordre zéro. 

A une courbe canonique d’une surface ®, correspond sur la surface 
homologue F,, une courbe qui, augmentée de la courbe D comptée 
deux fois, donne une courbe canonique de cette surface. Comme les 
surfaces F, se raccordent le long de D, cette courbe est tracée par une 
autre surface F,. [l en résulte que |®, | est son propre adjoint, ce qui 
découlait d’ailleurs du fait que Q possède une surface canonique 
d'ordre zéro. 


De même, le système |, | est son propre adjoint. 


St Uinvolution |, possède une courbe unie (non parfaite), la variété 
mage de involution possède une surface canonique d'ordre zéro. 
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15. Supposons que l’involution I; possède une courbe unie (non 
parfaite) D, éventuellement réductible, sans aucun point uni en 
dehors de cette courbe. 

Les surfaces F passant par la courbe D sont transformées les unes 
dans les autres par T et le système qu’elles forment contient deux 
systèmes linéaires |F,|,|F,| de surfaces unies; par conséquent il y a 
"+ r,+ 2 surfaces F linéairement indépendantes passant par D. Il 
en résulte que la courbe D appartient à un espace linéaire ayant 
r—r,—r,;— 2=r, dimensions et non à un espace de dimension infé- 
ricure. La courbe D détermine donc complètement l’espace S''’, et par 
suite la courbe de diramation A qui lui correspond sur Q ne peut 
appartenir à une section hyperplane de cette variété. 

Fixons l’attention sur une surface F, et sur la surface ®, qui lui 
correspond sur Q. Entre le genre arithmétique p,—r de F, et celui, 
ru = ri, de ®,, nous avons la relation 


3(Pa+1)=9(Ta+1) — 27. 


On en déduit que = est multiple de 3; nous poserons t = 37". Ona 
alors 


r+1=3(r,+1)— 27’. 

Les courbes (®,, D, ) sont de degré n — 27! et de genre n—7/-+1; 
elles ne peuvent être spéciales et, d’après le théorème de Riemann- 
Roch, la dimension r, du système |(®,, ®, )| satisfait donc al’inégalité 

Is > Ta— €. 

On a de méme 

ry, 2Ta—T’. 

On en déduit, en tenant compte de l’égalité précédente et de la 
relation liant 7,7, 72 et 7s, 

Pee rg Ma 30 == ie 3t Sr — Pr, 2, Pee P= are os 

Nous avons montré antérieurement l’existence d'une involution du 
type considéré ici ('). 


(1) Sur deux tinvolutions... (loc. cit.). 
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16. Peut-il exister sur la variété V une involution cyclique I; possé- 
dant une courbe unie et des points unis isolés? La réponse est affirma- 
tive, comme nous allons le montrer par un exemple simple. 

Soit I, une involution ayant une courbe unie D et des points unis 
isolés A,, As, .... Tout d’abord, D doit être une courbe unie non 
parfaite. D'autre part, s’il existe un point uni non parfait, la variété Q est 
dépourvue de surface canonique, alors que la présence de D implique 
l'existence d’une surface canonique d'ordre zéro. Les points unis 
A,, As, ... sont donc des points unis parfaits. 

On prouverait d’ailleurs, comme dans le cas où il n’y a pas de points 
unis en dehors de D, quel’ ordre de la courbe D est multiple de trois et 
que l’onar,=7;. 

On construit une involution du type indiqué de la manière suivante : 

Soit, dans un espace S, à quatre dimensions, l’homographie de 
période trois 
LR ST ETS de xi 


(1) = = a —) 
LES PRE RTS aap 


où € est une racine cubique primitive de l’unité. Les axes ponctuels 
de l’homographie (1) sont les points 0,(0, 0, 0, 1,0), 0,(0,0,0,0,1) 
et le-plan 7, <= 2,—0. 
Considérons l’hypersurface du cinquième ordre d’équation™ 
| AL, 2, + bai x, + 25 4 (Los 2, Ly) 
(2) + £3 Ds (Xo, 2, La) + 23 A ( 263 25522) 
+ Lady Xs (Lo, Ly, Le) +45 (Lo, Lis Le) = 0, 


où a, b sont des constantes, les a, 8 étant des formes algébriques dont 
les TE sont indiqués par les indices. 

L'irrégularité superficielle de cette hypersurface est nulle; elle 
possède une surface canonique d'ordre zéro et elle est transformée en 
elle-même par l’homographie (1). Celle-ci engendre, sur l’hypersur- 
face (2), une involution I, d'ordre trois, ayant : 


1° Les points unis parfaits O,, O, ; 
2° La courbe unie non parfaite D, d’équations 


CW — 0, del, Li, D) —0, 


En effet, l’espace tangent en O, a pour équation x, = 0, et, dans cet 


L 
| 
i“ 


dant une surface canonique d’ordre zéro. 
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/ 
espace, l’homographie (1) détermine une homologie de centre O, et de 
plan x; — x; — 0. De même pour le point 0,. 

L'espace tangent à l’hypersurface (2) en un point de la quintique D 
contient la tangente à cette courbe en ce point et passe par les points 
O,, O,. Dans cet espace, (1) détermine bien une homographie axiale 
hyperbolique générale. 

Pour obtenir un modèle projectif de hypersurface (2) présentant 
les propriétés de la variété V considérées plus haut, envisageons les 
hypersurfaces cubiques de S,. Elles forment un système linéaire de 
dimension 34, et, dans ce système, il y a trois systèmes d’hypersur- 
faces unies pour l’homographie (1), à savoir : 


(3) TEA Ss À, BA LyLih (Loy x: La) + Ag (Dos Li Ts) = 0, 
(4) Ay 3 Bet ZF Ay (Lo Ly, Ly) + Lyhq( LyX, Ly) =O, 
(5) Mir Ay ly, Li ri) di (Go Lis Ly) = 0, 


où les À sont des formes algébriques dont les degrés sont indiqués par 


les indices, à coefficients variables. Ces systèmes ont respectivement 
les dimensions 14, 9, 9. 
En rapportant projectivement les hypersurfaces cubiques de S, aux 


hyperplans d’un espace linéaire S,,, on obtient une transformée bira- 


tionnelle V de l’hypersurface (2); V est d’ordre 5.3* et présente trois 
systèmes linéaires composés au moyen de l’involution I,. Le système 
|F, | correspond au système (3) et les systèmes | F, |, | F; | aux systèmes 
(4) et (5). 

Les hyperplans découpant sur V les systèmes |F,|, |F;| ont en 
commun un espace S", uni pour l’homographie de S,, qui correspond 
à (1) et qui contient les points unis, homologues de O,, O, et la courbe 
unie, d'ordre 15, homologue de la quintique D. 

On obtiendra Q en rapportant projectivement des hypersurfaces (3) 
aux hyperplans d’un espace §,;. C’est une variété d'ordre 5.3? possé- 


Liége, le 6 janvier 1937. 


a 


*e prets A be id 
“3 sers PRO a ss air 4 mein rl 
ci | Le ne Tye Shin Ba av fees 
5 ee “he 7) GS PL ving 


? ve sé oat L AD tat Ny \in_ i 2 & 4. ¢ 


fs "Say EM 


tos bee te tenet 


a 
iio Mo 
MMC agit vu) emer tines ou ish sated sine i 
» ù . Eva "34 
#1 AA LLE WE 
ur Ae 


{ TAG NE 7 


‘tee 


SUR 


LES INTÉGRALES ABÉLOIDES 


DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE 


Par M. Ewe COTTON, 


Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble. 


Introduction. — Dans le quotient de deux séries entières en +, y, 5, 
remplaçons y par une fonction algébroide de x et s; et considérons 
l'intégrale, prise par rapport à x, de la fonction ainsi obtenue. Nous 
étudions ici cette intégrale abéloide, comme fonction du paramètre 3. 
Bien qu'il ne s’agisse que d’une étude locale (x, y, = restent voisins 
de zéro), ces intégrales jouissent de propriétés voisines de celles des 
intégrales abéliennes fonction d’un paramètre, qui ont fait l’objet de 
travaux bien connus de Fuchs et de M. Picard. J’ai montré antérieure- 
ment(')(A. E. N.,2; B.) que si les fonctions algébroides sont d'ordre 2, 
on peut adapter à notre problème une méthode de M. Picard consis- 
tant à suivre la déformation continue du chemin d’intégration lorsque 
3 fait, dans son plan, un tour complet autour de s =o. 

Mais il est plus difficile de l’appliquer lorsque l’ordre des fonctions 


(1) Les abréviations suivantes désignent dans le présent travail les renvois à nos articles 
antérieurs : ; 

Annales de l'École Normale, 3° série, t. 49, p. 371... (4. BE. N., 1); t. 50, p. 351... 
CH bos, 2) 1 p.138: (4. E. N., 3); Bulletin des Sciences Muthématiques, 
ve série, t. 58, p. 175... (B.); Comptes rendus, t. 198, p. 1285... (C. R.). 
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algébroïdes est supérieur à 2, et c'est une autre idée qui va dans le 
cas général nous conduire au but cherché : la décomposition de l'inté- 
grale en parties dont l’étude est aisée (C. R.). . 

Certaines représentations paramétriques des variables x, 3 et de la 
fonction algébroide y vont nous étre utiles; nous rappelons et com- 
plétons tout d’abord (n° 1, 2) ce que nous avions dit précédemment a 
leur propos (A. É. N., 3). A ces représentations correspondent dans 
le plan de la variable x, certains domaines ou anneaux dont les fron- 
tières sont des circonférences. On divise le chemin d'intégration L 
(qui joint deux points fixes) en parties respectivement intérieures,à 
ces divers anneaux. Avec les représentations paramétriques on obtient 
pour chaque intégrale partielle suivant la nature de l’anneau, soit un 
développement en série, soit un produit de deux facteurs; dans les 
deux cas, la nature de la fonction de z obtenue apparait immédiate- 
ment (n* 3 à 6); par addition des diverses intégrales partielles, on 
a la proposition suivante : les intégrales étudiées ont la forme des 
intégrales régulières de Fuchs dans la théorie des équations différentielles 
linéaires; les logarithmes ne figurant qu’au premier degré, les racines de 
l'équation déterminante étant des nombres rationnels dont les dénomina- 
teurs sont les mémes que ceux des exposants de 3 dans les séries x(3), 
y(2) qui donnent les points singuliers pôles, points de ramification 


(A. E. N., 3) de la fonction sous le signe f- Viennent enfin quelques 
exemples (n° 7). 

1. Représentation paramétrique d'une surface analytique au voisi- 
nage de l'un de ses points. — Soit 


(1) Tix, PF, 2) = 0 


l'équation d’une surface analytique S passant à l’origine, l’axe Oy non 
situé sur S rencontre cette surface en n points confondus avec O. Pour 
l'étude de S au voisinage de O, on peut utiliser des représentations 
paramétriques de deux catégories, correspondant les unes aux arêtes, 
les autres aux faces d’un polyèdre N, qui est pour la série entière f 
l’analogue du polygone de Newton d’une série entière à deux variables. 


Rappelons brièvement leur forme (pour ces questions voir A. É. N., 3, 
Chap. II et I). 
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_ Les représentations de la première catégorie, relatives aux arêtes 
de N, s’écrivent 


(2) BA, J=n(i+ dipl, s— Au, 


les paramètres sont À et p, les exposants a,, ..., y, sont des entiers 
non négatifs, n est une constante, ‘) est une fonction holomorphe de 
A, uw. s’annulant pour À = k=O. 

La seconde catégorie de représentations paramétriques est relative 
aux faces de N: on a alors : 


(3) Peer J=(n+v%), Fit 


a, B, y sont des entiers positifs (un ou deux peuvent être nuls); n est 
une fonction de € donnée par une relation F(E, n, D. dont le 
premier membre est un polynome; Ÿ est une fonction de £ et de A 
s’annulant pour A=o; n + est développable en série entière en 
E— &, et. À au voisinage de tout point Ë,, 1, de la courbé C d’ équation 
Bie an. 4) 60: 

Ces représentations peuvent être utilisées pour l’étude des n fonc- 
tions algébroides y(a, z) définies (pour || et || petits) par l’équa- 
tion (1). 

Quand z est donné, on fait correspondre à chacune des représenta- 
tions (2) ou (3), dans le plan de la variable complexe x, un anneau 
limité par deux circonférences ayant leur centre au point æ —0. En 
prenant x à l’intérieur de l’anneau chaque représentation (2) donne 
un certain nombre de solutions y(æx, 3); pour le cas des anneaux de 
faces les représentations (3) sont utilisables lorsque x est intérieur à 
l'anneau et extérieur à certains cercles d'isolement c. En dehors de 
ces cercles on retrouve à l’aide de ces diverses représentations les 
n solutions de (1); enfin un changement de variables permet d’appli- 
quer une méthode analogue à l'étude des solutions de (1) à l’intérieur 
des cercles d'isolement. Nous admettons, dans ce qui suit, que les 
difficultés qui peuvent survenir parfois dans cette étude (facteurs mul- 
tiples de faces ou d’arétes) ont été résolues, et qu’on est arrivé à carac- 
tériser les divers cycles d’ Halphen donnant les points de ramification 
du cercle de Riemann associé a (1). 
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2. Représentations paramétriques d'une fonction définie sur S. — 
Soit h(a, y, =) une série entière; en remplaçant 2, y, = par les expres- 
sions (2) ou par les expressions (3), nous aurons une représentation 
paramétrique H(A, u) ou IC(A, £) de h(x, y, 3) considérée comme 
fonction composée de a et 3 par l'intermédiaire des fonctions alge- 
broides y (æ, =). Pour la première catégorie H(A, py.) est une série 
entière; dans le cas de la seconde 4 (X, £) est développable en série 
entière en À et £—E, lorsque £, et n(x,) ne sont pas les valeurs 
exceptionnelles correspondant aux cercles d'isolement 5. 


, h(a, y,3) 
Le même résultat s’applique au quotient g — rer de deux 


séries entières, la série dénominateur ne s’annulant pas pour 
‘tihng ptet hix, 9 (ay Sa), a) 
K[x, y(2%, 5), 3] 
deux sortes de singularités locales (A. E. V., 2, n°° 4, 5) analogues à 
celles des fonctions rationnelles d’un point sur une surface de Riemann, 
points de ramification et poles (un point singulier peut parfois appar- 
tenir à l’une et a l’autre classe). Les points de ramification ont été déjà 
considérés (ils sont intérieurs aux cercles d’isolement); il reste à tenir 
compte des pôles locaux, c’est-à-dire des solutions du système 


Mais lorsque (0,0, 0)—o, la fonction présente 


(4) I (2) ¥) 3) = 0, RASE) =D. 


A ces solutions correspondent des cycles d’Halphen, c’est-à-dire des 
développements en séries entières x(t), y(t), la variable t étant liée 
à = par une relation 3 —£#*, où y est entier positif. On a une méthode 
régulière (A. E. N., 3) pour trouver les termes successifs de ces 
séries. 

Soient alors £,4*,n, 8° les premiers termes des séries æ(t) y(t); si 
ces parties principales ont été rencontrées déjà dans la recherche des 
points de ramification locaux, on a déja un cercle d’isolement; mais si 
ces parties principales interviennent pour la première fois nous aurons 
deux cas à distinguer : lorsque a, 5, y sont les paramètres directeurs 
d'une normale à une face de N, nous ajouterons seulement un nouveau 
cercle d'isolement de centre donné par la nouvelle abscisse excep- 
tionnelle £, ¢ (à laquelle nous associons y = 7, ¢t°) son rayon est <|t|*, 
- est un nombre positif voisin de zéro, les nombres m et M relatifs à la 
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face (A. E. N., 3) peuvent être choisis de façon à comprendre entre 
eux les modules |é, | des abscisses exceptionnelles anciennes et nou- 
velles. 

Dans le second cas, le plan d'appui P du polyèdre N normal à la 
direction a, 8, y touche N suivant une aréte Cl; soient «, Bit Yet 
4», Bs, Y» les paramètres directeurs des normales aux faces adjacentes, 
ona(A. BE. N., 3, n°3), 


A —PiXi-+ Ja, B= pif + peBs, ¥=Pi Yu tr pi: 


p, et p, étant positifs (sur le diagramme plan le point «, 3, + est inté- 
rieur aux segments déterminés par les points «,, 3,, Vig las Das ja 

Nous traitons ce plan d’appui P comme une face (fictive) de N : nous 
portons #=£2*, y = nÀ, s =A dans l’équation obtenue en égalant 
à zéro le polynome F(a, y, =) relatif à l’aréte de contact du plan 
d’appui P; ce qui donne ~ en fonction de £ par l’équation 


F(z, 4, 1)=0, 
nous déterminons ensuite 1 de façon que 
(5) Cite J=(n+%)i, room 4 


donne une représentation paramétrique de notre surface analy- 
tique (1). 

Cette représentation de seconde catégorie sera utilisée pour un 
anneau 


mist =< jar Mish, (=); 


cet anneau est troué par un ou plusieurs cercles d’isolement construits 
comme plus haut, il est intérieur à l'anneau primitif relatif à Paréte &. 
S'il n’y a qu’un seul plan de face fictive P touchant N suivant CL, nous 
remplacerons la représentation (2) relative à cette arête par trois 
autres : celle (5) dont nous venons de parler et deux de même forme 
que (2) mais construites, l’une avec les exposants ~,8,y, et a, 3, y, 
l’autre avec «, 8, y et a 3,y.. En même temps, l’ancien anneau d’aréte 
est décomposé en trois anneaux : l’un relatif à la face fictive P et les 
deux autres analogues aux anneaux d’arête. 

Si l’on avait m faces fictives, on remplacerait de même la représen- 
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tation (2) par 2m-+1 représentations, m + 1 de première catégorie et 
m de seconde : et l’anneau primitif est remplacé de même par 2m+1 
anneaux correspondant à ces nouvelles représentations. 

. Supposons effectués tous les changements que la considération des 
pôles locaux fait apporter aux représentations paramétriques primi- 


tives. Portons dans g — - l’un des groupes d’expressions (2) que nous 


avons maintenant à considérer, g devient le quotient de deux séries 


entiéres Re at Mettons en facteur, s’il y a lieu, dans la série déno- 
minateur, le monome A” x, p et q étant aussi grands que possible : 
K(A, wu) =A’ v4 K, (A, x) la série entière K,(A, 4) a un terme cons- 
tant différent de zéro. En effet, s’il en était autrement, dans le plan A, 
u la courbe analytique K,=o passerait à l’origine, la méthode de 
Puiseux donnerait pour les branches passant en ce point des déve- 
loppements holomorphes A(t) avec u—#; et auxquels correspon- 
draient des cycles d’Halphen donnant les solutions de (4). Or, toutes 
les solutions de ce systéme ont été considérées et ont donné des faces 
fictives et des développements (2), l'hypothèse K,(o, 0) = 0 ne peut 


être vérifiée. Des lors EU) est développable en série entière et 
1 ’ 
H(A, p) À, 
GOK, U)— RS) est de la forme ae, o étant holomorphe. 


Subst'tuons maintenant les expressions (3) relatives à une face à æ, 
h : : ah 
y, = dans 7’ on obtient une fonction de À et de £ contenant en général 


en facteur une puissance A” de À (à exposant m positif ou négatif), 

soit À"&(Ë, À). Le second facteur o(E, A) est développable en série 

entière en [—E£, et A au voisinage de tout point £, n lel que &, A+, 
Mo À soit extérieur à un cercle d’isolement (*). 

ose. ER LA le à 

(1) Soient A(x, Y, 3), (x, Y, 3) F(a, y, 2) les premiers termes des séries obtenues en 

ordonnant h(x, 7, 3), k(x, y, 2) f(x, y, 3) normalement à la direction a, B,y(4.ÉË.N., 

3, p. 142), À, k, F sont, en général, des polynomes. La fonction w(£, 0) s'obtient en rem- 

>. 5 . h oe LU 
plaçant n dans l'expression Er par la fonction algébrique définie par F(E, n, 1) = 0. 
» 1; I 


On peut trouver de méme les termes de la séri 
; e 9(A, ») dont le degré en À est mini- 
mum (ou ceux dont le degré en p est minimum} : : 


A À correspondent ici les exposants 41, fa, y: eb les groupes de termes /y (2x, Ps 5) 


SUR LES INTÉGRALES ABELOIDES DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE. 87 


3. Intégrales abéloïdes. — Soit c la circonférence tracée dans le 
plan de la variable x avec 2 = o pour centre et rpour rayon. Donnons- 
nous une valeur de 3 et un chemin L intérieur à c partant de 2 =r et 
y ER ou parfois aboutissant en un point æ = p(s), Y série entière 


en à où y est l’un des nombres considérés à Propos des faces; Ÿ(0)— 0. 

On supposera r et|s| assez petits pour qu’on puisse suivre par conti- 
nuité le long de L la valeur de la fonction algébroide y(a, z) solution 
de (1) dont la détermination de départ au point æ—r a été préalable- 
ment choisie. 

Remplacons y par cette fonction implicite dans l'expression 
hla, y, 2) 
(2,95) 
d’abord que L ne pénètre pas à l’intérieur des cercles d'isolement, 
mais les extrémités de L peuvent être situées sur leurs circonférences 
frontières, 

Faisons varier d’une façon continue la valeur attribuée à = sans 
changer r et déformons L de façon continue, de sorte qu’il ne pénètre 
jamais à l’intérieur d’une circonférence 6; l'intégrale varie aussi; c’est 
une fonction I(z) admettant diverses déterminations correspondant 
aux divers chemins L. Ces fonctions admettent s =o comme point 
singulier, nous allons en étudier la nature directement, c’est-à-dire 
sans faire usage de l'équation différentielle linéaire à laquelle elles 
satisfont et du groupe de monodromie (voir A. E. N., 2, p. 386). 


et considérons |’ intégrale abéloïde ili dx. Nous admettons 


Hz, y, 5), Fax, 7, 3) (à p correspondent 22, Bs, y2 et hz, k2, F2) les termes de moindre 


: fai : 
degré en À proviennent de Zo Pon fait 
1 


x = hm ude, = alt ae, u(o, w)] 34 pos, g = À: pe, 


Y(X, 2) étant la série entière telle que n(1+ 4) À: 3 donne la représentation paramé- 
trique de y relative à l’aréte considérée. Et W'(u) = (0, ») peut aussi être déterminé 
par l'équation implicite Fi[u%, n(1+W)pôs, ph] =o, 

(1) Si au chemin L correspond un chemin fermé sur le cercle de Riemann relatif à (1) 
(A. EB. N., 9, p. 375), c'est-à-dire si après avoir parcouru une fois L on revient au point 
æ = r et avec la même détermination de y qu’au départ, on peut évidemment modifier L 
de façon à l’écarter du point x = r, et cela sans changer l'intégrale. Si celle-ci n’est pas 


nulle, c’est une période locale de l'intégrale abéloïde fi - dr. 
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Pour cela nous fractionnons L en arcs / respectivement intérieurs 
aux anneaux d’arétes ou de faces (réelles ou fictives). Les extrémités 
de ces ares sont soit sur les circonférences séparant les anneaux de 
faces et les anneaux d’arétes (A. É. N., 3, n° 12), c'est-à-dire 


a 
fe (apne ow PCT (+=), 


soit sur un cercle d’isolement. Il nous est loisible de prendre l’extré- 
mité commune de deux arcs consécutifs J, 2’ supposée située sur C, au 
point A,æ—Mz de cette circonférence, car si l’on avait un autre 
point P de (,, on ajouterait les intégrales prises le long de PA, et 
le long de A,P respectivement à celles prises le long de /et /’. Nous 
pouvons de même admettre qu’une extrémité située surc, est au point 


x —ms". Enfin, si le chemin d'intégration doit pénétrer à l’intérieur 
a a 


d’un cercle d'isolement de centre £.2* et de rayon ¢| =|‘ nous prendrons 


a 
comme point de passage a =(£,+-¢)s°. 
Pour étudier les intégrales relatives aux arcs J, nous utilisons la 
représentation paramétrique valable dans l’anneau où Zest tracé; deux 
cas sont à distinguer suivant qu’il s’agit d’une aréte ou d’une face. 


4. Intégrales relatives à un anneau d’aréte. — Soit la représentation 
paramétrique 


(2) = Mp, y= H(t dau, 3s Attphs, 


utilisable dans l’anneau 


Le xy 
M|si@<[rJ<m[s/  bd—=xy, — ay. 
lorsque | à louis 


(6) DISe=M bi, y 


D FR : h : 1: 
Dans ces conditions, la fonction §= 7 considérée plus haut 


s'exprime en fonction de } ap eee een Sr ET 
P PRU OMELY PAL Era eer And w/ esl une 


ne entière en À et 11. On suppose m et M pris le premier assez petit, 
e second assez grand, pour que la série 2 ,; 2! M soit convergente 


(CL; =|a;;|). Quand les inégalités (6) sont satisfaites, la série o est 
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une série normalement convergente (Batre, Leçons sur les théories de 
l'Analyse, t. 2, Chap. IV). 

L'intégration de g est faite pour 5 constant et x décrivant l'arc J; on 
a donc 


(7) = foire rs Te = fonrerpnes dæ, 
/ v1 


etsi Y, 20 on peut prendre r assez grand pour que I’ porte sur une 
série entière en À et wu; il suffit alors d’étudier les intégrales I pour 
lesquelles p=q =o. 

La convergence normale de la série 2 entraîne la convergence uni- 
forme et permet l'intégration terme a terme. Les intégrales 


sont calculées pour s constant. Supposons y, 7.5 0, l’équation 
(8) us, 


où A et u. sont considérés comme les coordonnées d’un point, définit 
une courbe algébrique du plan À, vu si y,, y; sont premiers entre eux; 
elle définit D courbes analogues si y,, y; ont un plus grand commun 
diviseur D. Il nous suffit d'examiner le second cas, en faisant dans les 
formules obtenues D =1, on aura les résultats relatifs au premier 


cas. 
Posons 
u\® f 
(9) fe Dei) Dey, fe) ro Luetuy)s 
d’où 
(10) ss Poses, pleas feed Ta RN ses. 


Les intégrales indéfinies s;; correspondant aux intégrales S;; sont 
données par les formules suivantes : 


(as +j)e — (a +ie = Diet —(a,+i)y.|]4o, 


(11) 
at es SSC ites pl Bet A Eat (HH C9 pol etait bee 
93 — * [+ 1 
1 (he J ey (am +i)c 
(12) (a%+/)e,—(a%+/)e,=0, Sj = (ity ac.) eH log p. 


12 


4 
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 2. 
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La série p—ZXa;; Xi u/ précédemment considérée est la Somme de 
deux séries analogues, l’une, que nous désignons par 9, = La; À‘, 
contient les termes pour lesquels Fe peel +1)c, l’autre 
9— 2, a; w/ comprend au contraire les termes pour lesquels ces 
produits sont égaux entre eux. 

Remplaçons dans la première série chaque binome A‘ v/ par l'inté- 
grale s;; correspondante; la série obtenue 


®@,(u, 9) = 2 aijsij; 


est normalement convergente lorsque les inégalités (6) sont satisfaites, 

car les modules de ses termes ne peuvent surpasser les produits des 

termes correspondants de la série 2, &;; 2% ON par | ae, — %, c: |. 
Duns les mêmes conditions, la série 


Sij =. eee : 
D(u)= La; —— Fr == (50, — 0, Cy) La a Atstiuety 


est aussi normalement convergente. 
Quand x décrit dans l’anneau considéré le chemin /, « décrit dans 
un anneau analogue un chemin /, qui se déduit aisément du premier. 
Affectons des indices o et 1 les éléments (æ, v, ...) relatifs à 
l’origine et à l'extrémité de /, l'intégrale définie est 


(13) 1=@,(u, ¢,) —®,(u, v,) + Du) (log 9, — log v,). 


Tenons compte maintenant du choix particulier des extrémités des 


pa 


arcs /. Supposons que Ao, Lo corresponde à AT, = MIS a7 RO ER 
une constante, produit de m par une racine de l’unité), et 


1 
(14) Pi mure, OT 


Dans la série ®,(u, ¢,), 5:;(Ag, Uy) est le produit d’un facteur numé- 
Arti 


rique par ws 3 % 5 Du, 6) est donc une série entière en 
ste on peut aussi lui donner la forme 


Niet. 


(15) ®,(u, n)=Y zh P,(2), 


s=0 


les P,(3) étant des séries entières en 3. 


RARES 
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4 : 
Si la seconde extrémité de / coincide avec la première, on a pour ¢, 
une expression analogue à (14) (mais où le facteur de w~' peut avoir 
une valeur différente); si, au contraire, la seconde extrémité est 


CF 
æ, = M3", on trouve : 
1 


(16) pv, — ME u, 
et 
ER EN 
(17) (a, r)= D 5m Q(s), 


s$=0 


en désignant par Q,(s) des séries entières en z. 
Les exposants de u dans les termes de la série ®,(w) sont d’après 
les formules (12) de la forme 


(a+ J) e+ (a +2) e,= 2(a,+7)e,=2(a, +2)e,, 


leurs quotients par 2 sont multiples de c, et c, et par suite de c, cs, 
1 


1 
comme u™*? = 3° la série ®,(w), est une série entière en 3” où l’on peut 
grouper les termes de façon à avoir 


D—: 
M 


(18) ®,(u) = Yi PR, (s), 
u=0 
les R, sont des séries entières en s. 
Il est facile de voir avec les expressions (14), (16) trouvées précé- 
demment pour ¢, et ¢, et la relation (10) entre z et u, que loge, — log, 
est une constante st les deux extrémités de l’arc | sont sur une méme cir- 


conférence frontière de l'anneau; et, dans le cas contraire, cette diffé- 
I 


Der; 

En résumé, si Y, y.4 0, on peut grouper les termes de la série don- 

nant I de façon à avoir une somme dont chacun des termes est le pro- 
1 


log =. 


rence est la somme d’une constante et de 


duit d’un facteur holomorphe en ;, soit par une puissance de 3", soit 
1 
par une puissance de 3”, soit enfin par le produit d’une puissance 
1 


de 3° par log 3('). 


(:) La partie principale de cette intégrale (terme de degré minimum en 3 dans la 
7 
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Bien entendu, pour une intégrale déterminée quelques-uns seule- 
ment des termes précédents peuvent intervenir (voir l'exemple 1° 
donné plus loin). 

Examinons maintenant le cas où l’un des nombres y,, y: est nul. 
L'anneau relatif à Varéte est maintenant remplacé par un cercle de 
centre æ—0(A.É. N.,3, p. 148, note). Le chemin Z entre dans ce 
cerele et en sort par un même point de la circonférence frontière ; par 
déformation continue on peut le ramener à un nombre entier de par- 
cours sur cette circonférence, et une intégrale abéloïde prise sur un tel 
chemin peut être rattachée à l'anneau de face dont cette circonférence 
est également frontière. La nature de l'intégrale considérée comme 
fonction de z résultera de l'étude que nous abordons maintenant. 


5. Intégrales relatives à un anneau de face, — Soit avec les nota- 
tions antérieures (n° 3) 
Die =N<er SM bot 
un anneau relatif à une face du polyèdre N; portons la représentation 
aries i 2 h ; : 
paramétrique (3) dans g(a, y, =) = 7: nous avons une fonction de la 


forme 7.°a(, A), ¢ estun entier (positif, négatif ou nul) tel que wreste 
fini (et en général différent de zéro) quand £ est dans son plan exté- 
rieur aux cercles 3; qui correspondent aux cercles d’isolement. Dans 
les mémes conditions, & est holomorphe (car les cercles s isolent non 
seulement les pôles, mais aussi les points de ramification), et les 
rayons de convergence associés des séries entières en =-£,, À donnant 
les développements de &(£, 2) au voisinage d’un point £, de l’anneau 
du plan = troué par les cercles 5; ont une borne inférieure positive. 
L'intégrale abéloide devient 


se déduit de ¢ par la similitude qui permet de passer du plan x au 


serie Pordonnée suivant les puissances de +) peut se trouver en utilisant les indica- 
tions de la note (1), p. 86, 
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plan £ 


REA (À constant), 


et les extrémités de /; sont des points dont les abscisses (m, M, Ë,+ <) 
sont des constantes. Dans ces conditions, J estfonction holomorphe (') 


de À. 


Remplacons À par = 


1 | 
= 


‘, nous avons pour I soit une série entière en 5°, 


soit la somme d’une telle série et d’un nombre fini de monones en 3° à 
exposants entiers et négatifs (?). 

Chacun des chemins / et /; peut aussi être constitué par plusieurs 
tours sur une courbe fermée, le nombre de ces tours étant 2! qu'après 
leur parcours on retrouve la détermination initiale de la fonction algé- 
broide y(æ, 3). A un tel chemin correspond une période locale de 
l'intégrale abéloide considérée, et la période est une fonction de z de la 
‘forme que nous venons d'indiquer. 

En résumé, les intégrales correspondant aux parties ldu chemin L 
extérieures aux cercles d'isolement ont ainsi la forme des intégrales 
régulières d'une équation différentielle linéaire du type de Fuchs, le loga- 
rithme figurant au plus au premier degré et les racines de l'équation 
déterminante étant des nombres rationnels dont les dénominateurs sont 
donnés par les projections y sur Qc des intervalles réticulaires des normales 
aux faces du polyèdre N. 


6. Intérieur des cercles d'isolement. — L'étude des intégrales cor- 


(‘) Le théorème appliqué ici, nature holomorphe d'une fonction d'un paramètre définie 
par une intégrale portant sur une fonction holomorphe de la variable d'intégration et du 
paramètre, est classique. La démonstration habituelle (Goursat, Cours d'Analyse, t. 2. 
Chap. XVII) utilise les méthodes de Cauchy; on peut procéder aussi par subdivision du 
chemin (Pintégration et addition des intégrales partielles (4. FE. N.,1, nv 11, 12), 

(2) La partie principale de cette intégrale I, c'est-à-dire le terme de degré minimum en 


ee foi 0) di; 
1 


1 
À = =! est évidemment 


w(E, 0), a été caleulé plus haut (p. 86, note); le coefficient de ~*~? est Cen général) une 
intégrale abélienne relative à la courbe F(?, 4, 1) — 0. 
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A ° CAPE à “i 9° 
respondant à la partie / du chemin intérieure à un cercle d'isolement 


a 


œ _ 
(19) | —zestl<el sit \ 


est facile. Le changement de variables utilisé en pareil cas (A. E.N.,3, 


p- 162) 
(20) = (bet x’) 5%, y(nety’) 3’, sas't, 


fait correspondre à la surface analytique f(x, y, 3) = 0 une surface 
analogue 


(21) Ai(@ ys 3°) — 0, 


au cercle o un cercle c’ du plan +’ ayant pour centre x'— 0. De même, 
hiz, y, 3 . ae (PY eee 

(4,95) devient 3° LCF AP oe =) 
K(x, y; 5) Ky (2, y’; 5’) 
négatif ou nul) et l'intégrale donne 

h. 
: dame f 7 dx’, 
L 


l pe hy 


la fraction » » étant entier (positif, 


le nouveau chemin d'intégration L’ est, dans le plan x’, intérieur ac’. 
Nous sommes ainsi ramenés au cas précédemment considéré; les tnté- 
grales relatives aux chemins l'intérieurs à o (mais extérieurs aux nou- 
veaux cercles d'isolement 5, qu’il faut parfois considérer dans c) ont 
la forme précédemment considérée : le dénominateur y des racines de 
l'équation déterminante est toutefois remplacé par les produits tels 
que yy,: y provenant de la transformation (20) est donné par la face de 
N dont l'anneau contient 5, ety, est donné par une face du polyèdre N, 
relatif à la surface (21). 

On peut, de même, en pénétrant dans les nouveaux cercles o,, avoir 
à considérer des dénominateurs analogues yy, Y2, ... et ainsi de suite; 
l'introduction d’un nouveau cercle d’isolement donne un nouveau fac- 
teur, mais ce facteur est égal à l’unité et l'on s'arrête lorsqu’on parvient 
à caractériser un cycle d’Halphen (AE, N., 3, p- 171, note). 

Si donc la réduction en cycles d’Halphen des singularités, c’est- 
a-dire des solutions des systémes 


j= 0, Jy=, 


et 


Fru, k=0, 


SUR LES INTEGRALES ABELOIDES DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE. 9 
ae 


peut étre effectuée par la méthode que nous venons d’indiquer, le 
résultat énoncé dans l’introduction se trouve établi. 


7. Exemples. — 1° Reprenons d’abord les intégrales que nous 
avions antérieurement étudiées (A. É. N., 1 et 2) 


[<= 3) dx 
i |? 
7 


où 4 est une série entière, la fonction y(x, z) est donnée par 


(22) J'=R(&, 5), 
R est un polynome de degré nen x, 
(eyo) Ag”, 


A est une constante, les autres coefficients de ce polynome sont des 
séries entières en 3 s’annulant pour zs — 0, la série entiéreR(o, z) com- 
mence par un terme du premier degré. Le chemin d’ He part 
du point =r et y revient. 

Soit ¥, la face du polyédre N ayant pour équation c =o, on a pour 
elle 


a, = B,=0, Mer 
Le polyèdre Na une seule face #, distincte des plans coordonnés, 
elle a pour équation 


b 

Le <4 = 4c=1. 

n 
On a donc : 
pour n impair : 

a—2, Pin,  Y:—2n, 
pour 7 pair : 
n 
Ha — 1, Ch 5? Yn 


Seules ces deux faces et leur aréte d'intersection &,, sont utiles; 
pour cette aréte 
D=r1, = Gi, fe: 
Les valeurs de y, donnant les dénominateurs des exposants de s dans 
la représentation de Fuchs des intégrales I(z) concordent bien avec les 


résultats antérieurs. 
Les termes en log 3 ne peuvent provenir que des arcs / intérieurs à 


7 *% 
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l'anneau relatif à l’aréte &,,. En considérant l'équation qui détermine 
la série entière L(À, &.) des formules (2), on voit facilement que sin 
est impair les exposants de p. dans cette série sont tous pairs; ils 
sont alors tous impairs dans la série n(1 + Y) Au." (puisque 3. = 7 
impair). Ces exposants sont pairs pour la série provenant de (2, =); 
les nombres /, «+ j, des expressions S;;du n° 4 sont impairs et ne 
peuvent étre égaux a 

(a,+ 1) c,=2n(a,+ 0) 
qui est pair. 

On retrouve ainsi l’absence de termes logarithmiques pour nr 
impair. 

Mais on l'explique plus simplement encore en observant d’abord que 
l'intégrale proposée lorsque le chemin L se compose d’un seul tour € 
sur la circonférence |x|—v7, qui est dans l’anneau relatif à la face ¥,, 
est une fonction holomorphe de 3. D'autre part, en ajoutant s’il est 
nécessaire, C à L, on peut obtenir qu'après parcours du chemin d’inté- 
gration on revienne au point de départ avecla même valeur de y; autre- 
ment dit ce chemin (complété au besoin) est un chemin fermé sur le 
cercle de Riemann et l’intégrale est une somme de périodes cycliques 
de Pintégrale I. Mais le tracé des coupures classiques @,, @), ..., @p3 
b,, bs, ..., 6, (Appett et Goursat, Théorie des fonctions algébriques, 
Chap. IIL) peut être fait évidemment de façon qu’elles ne sortent pas 
de la partie du cercle de Riemann qui correspond à l’anneau relatif 
à F, ; la représentation de Fuchsde ces périodes ne fait donc pas inter- 
venir de termes logarithmiques. 


2° Considérons l'équation 
(25) ARTS) 0. 
où R est un polynome du quatrième degré en.r dont les coefficients sont 


fonctions holomorphes de z, R(o, 0) étant nul; écrivons les termes 
intervenant dans la construction de son polygone de Newton 


Rays jo pt ae st EN | 


Le polyédre N relatif au premier membre de (23) a une face F, dans 
le plan 6 = 0; ses autres faces ont en commun le point o, 3, o de l’axe 
Q6 et passent par les côtés du polygone de Newton; deux faces %,, 
%, de N sont distinctes des plans de coordonnées; elles sont seules 
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intéressantes pour nous. Voici les valeurs des exposants a, 8, yet les 
polynomes F qui leur correspondent 

(Fy) Gi 3,1 0 B.S hon yg, | Bye a Hise, 

(F.) Ha V5 Bia, Ve a; F;= 7° + sa — 3°. 


La surface de Riemann relative à (23) a quatre points de ramifica- 
tion à distance finie (et un à l'infini}, les valeurs de a correspondantes 
sont les racines de R = o, elles sont infiniment petites avec s et don- 
nées par la méthode de Puiseux. 


On a ainsi : un premier cycle de trois racines e,, e,, e;, données par 
4 4 1 


une série entière en z° dont le premier terme est z° et une autre racine 
e, fonction holomorphe de 3,e,—23+.... 

A toutes ces racines est associée la même valeur y = 0; les quatre 
points de ramification sont d'ordre 2. 

L’équation est de la forme 


(24) p=(&—a)(æ—B)(x—7Y)(&— 0) 


étudiée dans un Ouvrage classique (AppELL et Goursat, Théorie des 
fonctions algébriques, Chap. V) où se trouve la construction d’un sys- 
tème de coupures a,, b,, a;, b,, a;, b, rendant simplement connexe la 
surface de Riemann correspondante. Si l’on considère seulement le 
cercle de Riemann, partie de la surface de Riemann pour laquelle 
|v|<r, r étant donné, on adjoint à ces coupures le contour I’ du cercle 
de Riemann (formé d’arcs de circonférences superposées) et une cou- 
pure a joignant F à l’une des coupures précédentes. 


Soit 
I(s) = [Se oy dx 


une intégrale abélienne attachée à la courbe (23), le numérateur est un 
polynome en æ, y à coefficients holomorphes en 3. Cette intégrale est 
de première ou de seconde espèce; considérons les périodes cycliques 
A,, B,, As, Bz, Az, B, correspondant aux coupures a,, b,, a,, b,, a;,b; 
que nous supposons construites comme elles le sont dans l'ouvrage cité 
plus haut, e, jouant ici le rôle de «. 

Les coupures a,, @;, b:, b, entourent les seuls points 5, y, 2: elles 
peuvent être tracées à l’intérieur de l'anneau du plan x correspondant 


) 
) 19 
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à F, ; les périodes A,, Az, Bs, B; sont donc (n° 5) soit des fonctions holo- 


morphes de 3°, soit la somme d'une telle fonction et de monomes en 3° à 


exposants négatifs (supérieurs évidemment à — 7) : 


Par contre, les coupures a, et 6, entourenta la fois le pointe, et l’un 
des points 8, y, 2; elles traversent nécessairement l’anneau du plan x 
correspondant a l’arête (1,, commune aux faces F,,#, du polyedre N; 
A, et B, peuvent contenir des termes logarithmiques. 


3° Dans l’exemple précédent nous avions une intégrale abélienne; 
dans celui que nous allons donner il s’agit d’une intégrale abéloide : 
le premier membre de la relation f(a, y, 3) ne se réduit pas à un 
polynome quand on l’ordonne par rapport à x et y. Toutefois, le 
théoréme de factorisation de Poincaré-Weierstrass permet d’admettre 
que f est un polynome en y dont les coefficients sont des séries entières 
en x et z. Nous prendrons 
el h(a, y, z) dx 

— a RL St | 
Sy 
avec 
(25) faHy' + P(a, 5)? + Q(z, 3) y+ R(a, 5)=0, 
P(x, 5) = Ang v?+ Ay s+..., Q(z, 3) = By, 2*>+ Bos? +..., 
R(a, y)=— 2+ sa — 37+ ..., 
les termes écrits étant ceux qui interviennent dans la construction des 
polygones de Newton de ces trois séries. 

Le polyédre N relatif à (25) est le même que dans l'exemple précé- 
dent, les polynomes F(a, y, 3) relatifs aux deux faces F,, #, ne sont 
pas changés non plus. 

Par contre, les cycles d’Halphen correspondant aux solutions du 
système 

S(%¥,5)=0, fy (x, 7,3) = 0, 
ne sont plus situés dans le plan y — 0; et le cercle de Riemann a 
8 points de ramification simples au lieu de 4 points d’ordre 2. 
Pour le démontrer, on étudie les fonctions algébroïdes définies par 
(25) à l'intérieur des cercles d'isolement (A. E. N., 3, n°14). 

La courbe algébrique Fi (6, n, 1) est ici n° — Ë*+E— 0, les tan- 
gentes parallèles à wy et distinctes de cet axe sont données par les trois 
racines €; de l'équation £*—1 =0, qui est aussi l’équation algébrique 


p ms 


ANA 
PO Te 
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analogue que donne l’arête d’intersection de la face F, et de la face 


b— o du polyèdre N. On peut donc employer ici une ee (loc. 
t., formules 33) 


(26) BSE es yay!) aa! 
qui donne la nouvelle équation 

Bey, 2S y+ By 2— 3æx'3+..., 
le polyèdre N relatif à g admet la face (de troncature) 


a+3b+2c—0. 
: On pose donc 


MEN My EE), BPs jh?’ 
&' et y' vérifient l’équation 
13+ Ban! — 3%’. 
Pour cette courbe, les tangentes paralléles 4 wy sont données par 
3 n°°+ By=6, 


qui donne deux racines ;,, 4. auxquelles correspondent &,,, &;, et les 


“cycles d’Halphen donnés par les formules 


Skt bn des PMR ony goat, 


(caractérisés par les termes écrits) donnent bien pour 3 donné (voisin 
de zéro) six points de ramification simples du cercle de Riemann relatif 


à (25) : chaque cercle d’ isolement (de centre Es de rayon €|z|° :) 
contient un point de ramification e; d’ordre 2 concernant la courbe 
algébrique (23) et deux points de ramification e;,, e;; simples concer- 
nant (25). 

La face #, donne de même la substitution 

ei w!) si yy, 26", 
et l’équation 
Oe 3 2 Say tt Aa ye Bay 2? 2's? +... 0; 

Le polyèdre N qui la concerne a une face de troncature pour laquelle 

a= 8—=y=1, l’équation algébrique correspondante 
n+ Agn?+ Boon! + iO ase to) 


représente une courbe ayant deux tangentes parallèles à wy, avec con- 
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tacts simples, aux points €,,, us, Ea, Naas Mars Noo étant racines de 
3n°°+2 Aon’ + Bro. 


Nous avons donc deux cycles d'Halphen où æ et y sont fonctions 

holomorphes de z 

poo + Ey e*+..., Vus Fee 
et le cercle d'isolement de centre 3 de rayon e|3 | contient encore un 
point de ramification e, d'ordre 2 relatif à (23) et deux points de 
ramification simples e,,, e,, relatifs à (25). ~ 

Soit (C) une courbe fermée sans point multiple tracée dans le plan 
représentatif de la variable complexe x, cette courbe entourant une 
fois le point de ramification e, et les points de ramification simples 
correspondants em, ex:, tous les autres points de ramification étant 
extérieurs à (C). Il est facile de voir qu’en partant d’un point x, de (C) 
avec la détermination y, de y, on revient en x, après 1, 2,3, ... tours 
dans le même sens en rencontrant successivement dans un ordre déter- 
miné les trois racines y,, y, y: de l'équation (25) considérée comme 
équation en y. 

Il en résulte qu’à l'extérieur du cercle d'isolement 5, contenant e,, 
Enr, €ng ON peut admettre que les deux lignes de passage du cercle de 
Riemann relatif à (25) (lignes issues de e»,, en, qui unissent chacune 
deux feuillets) peuvent étre remplacées par la ligne de passage unique du 
cercle de Riemann relatif à (23) issue de e,, (qui réunit les trois feuillets 
deux à deux). Autrement dit, les cercles de Riemann relatifs à (23)et 
à (25) peuvent être construits de la même façon à l'extérieur des 
cercles d'isolement, mais les rondelles intérieures à ces cercles sont 
différentes. Néanmoins toutes ces rondelles sont simplement connexes. 

On en conclut que les coupures a;, b;, c;, d qui avec le contour exté- 
rieur l'rendent le cercle de Riemann simplement connexe, peuvent être 
pris de la même façon pour les deux cercles de Riemann. Et comme les 
anneaux de face et d’aréte que traversent ces coupures sont les mêmes 
dans les deux cas et correspondent aux mêmes exposants a, f, y, les 
conclusions énoncées plus haut pour les périodes locales de l'intégrale abé- 
lienne relative à (23) restent valables pour les périodes correspondantes 
de l'intégrale abéloide relative à l'équation (29). 
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LA VARIATION DES ZÉROS DES DÉRIVÉES 


DES FRACTIONS RATIONNELLES 


Par M. J. DIEUDONNÉ. 


Lorsqu'on se donne les zéros d’un polynome, ceux de toutes ses 
dérivées sont déterminés; le théorème de Gauss-Lucas exprime une 
des conséquences de cette dépendance. Plus généralement, on sait (!) 


que, si p zéros d’un polynome sont bornés, il en est de même de p — & 


zéros de sadérivée d'ordre k < p. 

Il est naturel de se poser des problèmes analogues pour les fractions 
rationnelles : les zéros et les pôles d’une telle fraction la déterminent 
à un facteur constant près, et par suite déterminent les zéros de toutes 
ses dérivées. 

C'est à l’étude de ces problèmes qu'est consacrée la plus grande 


partie de ce travail (?). 


1. Conventions et remarques préliminaires. — La dérivée mi" d’une 
fraction rationnelle ne détermine pas cette fraction de façon unique : 


si LC) et 1G) sont deux fractions réduites à leur plus simple expres- 


QG) Qi) 


(2) Voir S. KakeyA, Téhoku Math. Journal, t. 11, 1917, p. 5-16. 
(2) Les principaux résultats de ce Mémoire ont été résumés dans une Note aux Comples 


rendus de l’Académie des Sciences, t. 203, 1936, p. 975-977. 
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sion et telles que 


OECORES 


la différence + — à À est un polynome R de degré. m—1 au plus, d’où 


l’on tire Q, = Q et 
(1) ,==AP+ QR. 


La réciproque est immédiate ; autrement dit, toute fraction ration- 
nelle ayant une dérivée m°"° donnée est de la forme ~ où P, est donné 


par (1), R étant un polynome arbitraire de degré m— 1 au plus. Deux 
polynomes P, P, vérifiant la relation (2) seront dits équivalents (relati- 
vement au polynome Q et à l’entier m; nous sous-entendrons ces pré- 
cisions la plupart du temps). 

Pour l’étude de la dérivée m'" d’une fraction rationnelle, nous 
sommes donc amenés à considérer que la forme générale d’une telle 
fraction est celle où le dénominateur est de degré n et le numérateur 
de degré n + m—1. Nous dirons pour abréger qu'une telle fraction est 
du type (n, m). 

De façon précise, considérons deux polynomes P(z), Q(s), de 
degrés respectifs n + m — 1 et n, premiers entre eux et n'ayant que 
des zéros simples. Ces hypothèses entrainent que l’on a 


P(z) lane se a, 
Ge? Q() r= pithy LE 0 3 +...+ Om, 3™' 
(001315 32, +, 34 sont les zéros de Q) avec a. 0, (=1, 2, ...5.n) et 


by, 0. Si nous supposons de plus 
(3) ; Ayt+ Agt...+AnFO, 
nous dirons que les polynomes P, Q forment un couple de polynomes 


généraux et que la fraction — © est une fraction générale de type(n, m). 
On a, dans ces conditions, 


dim P a 
{ — | — — (— y} ! pest US eS An 
( 1) da" (a) ( 1) m : = EEE g,)m+ Tach (s =e Br | 


Re Et 
= ( 1) [Q(s)]™’ 
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où F, (=) est un polynome de degré (m + 1)(n — 1), premier avec Q. 
Proposons-nous d’abord d’obtenir l’expression de F,, au moyen de P, 
Q et de leurs dérivées. 

Remarquons pour cela den un zéro 2, de F,(3), Q(3,) #0; le 
développement de Taylor de Ë o au voisinage de ce point montre alors 
qu'il existe un polynome R(z) de degré m — 1 au plus, tel que le poly- 
nome P+ QR ait en z, un zéro d’ordre m +1 au moins. En écrivant 


que ce polynome et ses m premières dérivées sont nulles en 56 0n à 
donc 


| P + QR—o, 
| Peas O'Ri=- OR ES, 
(5) P’+ QO”R-+ 2Q’R’+ QR’=0, 
Po) + QO™R+ ChOQr—IR’+...4+ C21 OR = 0, 
puisque R’ =o. Éliminant R(z,), R'(s,), ---, R(*-0(2,) entre ces 
(m + 1) équations, on voit que 3, annule le VEN 
P Q o be SOW onus ss 0 
P’ Q’ Q Oo 
(6)  ®(P,Q, m)=| PX Q 20 Q 
Pim) Qin) , CLO cad dé ! 


Nous allons voir que, sans aucune hypothèse sur P et Q, on a 
F,,(s) = ®(P, Q, m). 
Ajoutons, en effet, à la première colonne du déterminant précédent la 


ere P Poy Sac: 
seconde colonne multipliée par — à; la troisième multipliée par 
sy pag see - qn! P 
— Pe GG) etc., la dernière multipliée par — 2 (5): 
D’aprés la formule de Leibniz, les m premiers termes de la premiére 
. colonne s’annulent après ces opérations, et le dernier devient 


‘ d as qr- P 
Pm —[ ging + Go 2 (5) +--+ cre Ze (5) 
qm P qi if dir P 
Pim a = —— = ee = 
=rn+0 (0) (00) = ad) 
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et en développant par rapport à la première colonne, il vient 
q™ P 
(7) D(P,Q, m)= (y Qn 2 (6) = F;, (2). 


Nous n’avons considéré jusqu'ici que des polynomes P, Q généraux : 
mais deux polynomes P, Q, de degrés respectifs au plus égaux a 
n+m—1etn, mais par ailleurs absolument quelconques (premiers 
entre eux ou non), peuvent toujours être obtenus comme limites de 
polynomes généraux. 

Pour l'étude de la dérivée m'"° d’une fraction rationnelle générale 


F de type (n, m), nous devons donc tenir compte de ces cas limites; 


Q 


cela nous conduit à faire les conventions suivantes : 


» 


1° Tout couple de polynomes P, Q, de degrés respectifs 
pgn+m—t, q<n 


FRE : . P a 
définit une fraction rationnelle — de type (n, m). On considère que le 


Q 


point à l'infini est un zéro d'ordre n+m—1—p pour P, un zéro 
d'ordre n —q pour Q. Les seuls zéros de la fraction rationnelle sont 
les zéros de P, avec leur ordre de multiplicité; ses seuls pôles sont de 
même les zéros de Q avec leur ordre de multiplicité. Si un point (en 
particulier le point à l'infini) est zéro commun de P et Q, il est 
considéré comme étant à la fois zéro et pôle de 


2° Les « zéros de la dérivée m°"° de 3» sont, par définition, les 
LS 


zéros du polynome D(P, Q, m), avec leur ordre de multiplicité : si 
PP, Q, m) est de degré r< (m+ 1)(n—1), on considère que le point 
à l'infini est un zéro multiple d’ordre (m+1)(n—1)—r de ce 
polynome. 


2. Ces conventions s’écartent assez notablement du langage usuel : 
par exemple, lorsque P et Q sont généraux, on ne doit pas considérer 


le point à l'infini comme un pôle de 5 (bien qu’au sens usuel ce soit 
x 
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un pôle d'ordre m — 1). L'intérêt de ces conventions est qu'elles per- 
mettent d’énoncer le théorème suivant : 

St l'on effectue sur les pôles et les zéros d'une fraction rationnelle 
P j : 
© de type (n, m), la même trans formation homographique 


Q 
as + b 
(8) Cotas ue 


et st P, et Q, sont les polynomes ayant respectivement pour zéros les 
transformés des zéros de P et Q (avec le même ordre de multiplicité), les 
zéros de D(P,,Q,,m) sont les trans formés par (8) des zéros de ®(P, Q, m), 
avec le même ordre de muluplicité. 

On peut dire plus brièvement que les transformés des zéros de la 
dérivée m°"° d’une fraction rationnelle sont les zéros de la dérivée m°"° 
de la fraction trans formée. 

Le théorème est immédiat pour les transformations élémentaires 


æ—3+a,x = kz. Il suffit donc de le démontrer pour la transforma- 
tion 


(9) TZ — 


ales 


Posons f(z Meee ote i: on a, avec nos conventions, 
{ 
Ps (x) = gtn1 P (4); 


‘ I 
Qi (a) =2rQ (2), 
d’ou 
P, (a 
o(x) aa, O,(@) 3 Bes wn1(2) . 
De même, les transformés des zéros de F,(z) = ®(P, Q, m) sont les 
zeros du polynome 


G(x) —27 MAN ee 
x 


ce (2) 


pi 
= (= QG sea pm (4). 
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Or, d'après une formule de Beman (") | 
; m am | MA x SS ere: Lai 
oan (mn) (i)=-0 =e t(2) =< 1) nl? (æ)]. 


Donc, d’après (7), 


qm P 
G(x)=Q a (5) =(—1)"(P,, Q,, m) c. Q. F. D. 

3. Le problème général que nous allons étudier est celui de la 
variation des zéros de la dérivée mi“ d'une fraction rationnelle en 
fonction des éros et des pôles de la fraction. De façon précise, soient p 
et g deux entiers tels que 


o£p£n+m—1,  o£q£n, 


et soient, d’autre part, dans le plan fermé, deux ensembles fermés D, A, 
non identiques au plan tout entier. Parmi toutes les fractions ration- 
nelles de type (n, m), nous considérerons la classe C(p, q, D, A) (7) 
formée des fractions ayant au moins p zéros dans D, et au moins 
q pôles (*) dans A; si p=o, l'hypothèse relative à D étant toujours 
remplie quel que soit D, on désignera par C(q, A) la classe de frac- 
tions correspondantes, et de même par C(p, D) la classe correspon- 
dant ag=o. 

La question que nous nous posons est la suivante : existe-t-il un 
entier r > 0 et un ensemble fermé E, non identique au plan tout entier, 
tels que la dérivée m*"* d’une fraction quelconque de la classe C(p, q, D, A) 
ait au moins r 3éros dans E, si elle n'est pas identiquement nulle ? \\ est 
clair que sir possède cette propriété, il en est de même de tout entier 
<r; tout revient donc à déterminer le plus grand entier p(p, q, D, A), 
auquel on puisse associer un ensemble E, ayant la propriété voulue. 

Avant d'aborder ce problème, indiquons quelques propriétés immé- 
diates du nombre p comme fonction de p, q et des ensembles D, A: 


(1) Voir Goursat, Cours d'Analyse, t. 1, 4e édit., p. 77. La formule se démontre aisé- 
ment par récurrence. 

(*) On écrira souvent « classe C » lorsque aucune confusion ne sera à craindre. 

(*) Les notions de « zéro » et de « pôle » étant celles qui viennent d’être précisées. 
Zéros et pôles sont toujours comptés avec leur ordre de multiplicité. 
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ona: 

(10) p(pu 9 D, A)£p(p, g, D, A) si Pi <P 
et 

(11) p(p, 9, Di, A)2p(p,q,D, A) si D,CD, 


avec les propriétés analogues relativement à get A; on peut dire que p 
est fonction croissante de p et q, fonction décroissante des ensembles D 
et A. ; ; 


4. Indiquons rapidement le principe de la méthode employée. Le 
nombre ¢ est caractérisé par la propriété suivante : à tout ensemble 
ouvert E correspond une fraction de la classe C(p,q,D, A) dont 
la dérivée m*™? n’est pas identiquement nulle et a au moins 
(m-+1)(n —1) —p zéros dans E, et cette propriété n’a plus lieu 
lorsqu’on remplace p par p — 1. 


Soit 7 une fraction de classe C(p, q, D, A), pour laquelle D(P, Q, m) 


n’est pas identiquement nulle, 3, un point quelconque du plan, 
k(z,, P, Q) l’ordre de multiplicité de 3, comme zéro de ®(P, Q, m) 
(k= o si 2, n’annule pas ®). 

Désignons par À(z,) le maximum de k lorsque ; parcourt toutes les 


fractions de la classe C(p, g, D, A) pour lesquelles ®(P, Q, m) n’est 

pas identiquement nulle. Soit enfin y: le minimum de À(z,) lorsque 3, 

décrit le plan fermé. D’après la définition de ¢, on a évidemment 
(m+ 1)(n—1)— p2B, 

d’ou 

(12) 6.5 (a7 aE) (1 1) — He 


D’autre part, soit z, un point tel que A(s,) = y. Considérons une suite 
{V;(3,)} de voisinages de z, tendant vers 3, lorsque z croît indéfini- 
ment : à chaque valeur de l’entier £ correspond une fraction a de 
classe C(p, q, D, A) dont la dérivée m*™* n’est pas identiquement nulle 
et a (m+1)(n—1)—o zéros au moins dans V;(3,). Si l’on peut 
extraire de cette suite une suite partielle telle que P;, Q;, et ®(P;, Q;,m) 
aient pour limites trois polynomes P, Q, ®(P, Q,m), non identique- 
8 
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ment nuls, 5 appartiendra à la classe C, et ®(P, Q, m) aura en z, un 
zéro d'ordre (m+ 1)(n — 1) — p au moins, donc 


(m + 1)(n —1) —pSA(S) =B, 


d'où, en comparant à (12), 
(13) p=(m+1)(n—1)—p 


Le probléme se décompose donc, dans chaque cas, en deux autres : 
la recherche de p. d’une part, et d’autre part la justification du pas- 
sage à la limite qui permet de démontrer (13). 


5. Pour évaluer y, nous allons d’abord chercher des limites de 
k(s,, P, Q), connaissant l’ordre de multiplicité de z, comme zéro de P 
_etde Q. 

Remarquons d’abord que ®(P, Q, m) n’est identiquement nul que si 


> 
q est égal à un polynome de degré m — 1 au plus, c’est-à-dire, avec les 


conventions adoptées, sz tout séro de Q est un zéro de P avec un ordre 
de multiplicité au moins égal à son ordre de multiplicité comme zéro 
de Q. 

Si l’on n’est pas dans ce cas, soit o la plus haute puissance de 
(3 — 3,) qui divise à la fois P et Q; on a donc on —1. 

Si l’on pose 
3 — 59) P,(s), ! 
3 — 5))7Q,(s), 


Le) 
Pam 
a 
— St 
mn mn 


on a, d'après (7), 
m m+ me P, 
©(P, Q, m)=(—1)" (3 — 3,)+06 Quen sala) 
= (5 — 5)" @(P,, Qi, m). 


Siz, est zéro d'ordre & de P(z), zéro d'ordre vy de Q(z), on a 
5 = min(o, y). Nous distinguerons deux cas : 


Cas a.5—=wm< v. 3, est un pôle d'ordre v—oa de ob donc pole 
di 


P, GE 
d'ordre vy — & + mde — or (= <)> et par suite zéro d’ordre 


k,=(m+1)(v—o) —(v—3+m)=m(v—B—1), 
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de ®(P,, Q,, m). On a donc dans ce cas 
(14) k=m(v—1)+ oS(m+1)(v—1). 


Cas 6. v—0<®. — Si z, est zéro d’ordre k, de ®(P,, Q,, m), il 
existe un polynome R,, de degré m—1 au plus, tel que 3, soit zéro 
d’ordre m+#, deP, + Q,R,; donc 


m+kh<n+m—i—y, 
Ok SR —V— 7x, 
d’où 
(15) (HI) SAS md ER ET, 
Lorsque & — v2m (ce qui est possible, puisque 


v+mm=o+m<cn+m—t) 


z, est zéro d’ordre & — y — m de ®(P,, Q,, m), d'où 
(16) k=m(v—1)+ 0. 


Lorsque vio<v-+™m, on ne peut plus, sans autre hypothèse, pré- 
ciser la valeur de &, qui dépend des zéros de P et Q autres que s,; 
nous reviendrons plus loin sur cette question (voir § 13). 


6. Commençons la recherche de » et p par le cas où l’un des 
nombres p, q est nul, et d’abord lorsque p=o. 
Si 3, est un point de A, ona vSn, &G<n—<+m—1,les limites pouvant 
être atteintes. Si l’on prend v=n, o=n—1, on a, d'après (14), 
=(m+1)(n—1), d'où A(s,) =(m+1)(r —1). Au contraire, si 2, 
n'appartient pas à À, v£n — q, G£n<+m —1 (limites atteintes), d'où 
l’on déduit aisément, d’après (14), (15) et (16), que 


(59) =m(n—q—1)+n+m—1=(m+1)(n—1) —m(q—1). 


Ona done 
feo (nt +41) (1) — m(g — 1). 


Pour démontrer l'égalité (13), il se présente une difficulté dans le 
passage à la limite, car, les zéros des P; étant arbitraires, il peut se 
P; 
Qi 


faire que la limite de — soit un polynome de degré m—r au plus, 
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auquel cas D(P;, Q;, m) tendrait vers un polynome identiquement nul. 
On évité cette difficulté à l’aide du lemme suivant. 
a Be P, 
Lemme 1. — Quelle que soit la suite de fractions rationnelles G| de 
type (n, m), ettelles que ®(P;, Q;, m) ne soit identiquement nul pour 
aucune valeur de i, il est possible de trouver, pour chaque valeur de 1, un 


(AH ‘ 
polynome Il; équivauenr (') à P;, de sorte que, de la suite ta} on puisse 


extraire une suite partielle pour laquelle Il; et Q; tendent respectivement 
vers deux polynomes II et Q, tels que ®(II, Q, m) ne soit pas identique- 
ment nul. 


En multipliant P; et Q; par l'inverse d’un des coefficients de plus 
grand module de Q;, on peut toujours supposer qu’un des coefficients 
de plus grand module de Q; est égal à un; par suite, on peut extraire 
de la suite {Q;} (4 — 1, 2, ...), une suite partielle convergeant vers un 
polynome Q non identiquement nul; nous désignerons encore cette 
nouvelle suite par { Q;}. 

Considérons alors m points distincts 3,, 22, ..., 3m, différents des 
zéros des polynomes Q;(i=1, 2, ...) et Q. Déterminons le polynome 
R;(s) de degré m—1 au plus, par les m conditions 


P;(z;) + Qi(z;) Ri(z;) =0 (Ps a es ml 


Comme Q;(3;) < 0, ces conditions déterminent bien un polynome R;(z) 
du degré voulu, et de plus P;+Q;R; n’est pas identiquement nul, 
puisque D(P;, Q;, »m)<o. Soit a; un des coefficients de plus grand 
module de P;+ Q;R;; nous poserons 


Il, = = (Pit Q:R)). 
uj; 
Ce polynome est équivalent a P; et un de ses coefficients de plus grand 
module est égal à un; enfin 
II,(3;)=0 Cr an). 


On peut donc extraire de la suite { II; | une suite partielle qui converge 


tp nn, 
(') Relativement à Q; et à m. 


# 


+= 
ri 


mx 
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vers un polynome IT non identiquement nul et tel que 
II(s;)=0 (ji 228 52,7). 5.9). 


Comme Q(z;) 0, il existe au moins un zéro de Q qui n’est pas zéro 
de If avec un ordre de multiplicité au moins égal, ce qui achève la 
démonstration. 

Comme ®(II;, Q;, m) est égal à D(P;, Q;, m) à un facteur constant 


4 . II; . ee i Oe 
pres, et que par ailleurs 0; appartientici, comme i » à la classe C(q, A), 
i i 


le raisonnement du paragraphe 4 s’applique, et l’on a donc d’après 


(13) 


(17) p=m(q—1). 


7. Nous allons voir que la formule (17) est encore valable lorsque 
pgm, et D quelconque, sauf dans le cas particulier où la réunion de D 
et À se réduit à un point. 

Il suffit de montrer que x a la même valeur, car d’après (12) on en 
déduit 

p(p, g, D, A)<m(q—1), 
et, d’après (10), 
p(p, 9, D, A)2p(g, A) = m(q —1). 
Or, si F est une fraction de la classe C(q, A) pour laquelle ®(P, Q, m) 


Q 


a un Zéro d’ordre ». au point 3, extérieur à A, on peut toujours sup- 
poser qu’il existe un point z, de D pour lequel Q(z,) 40, puisque D 
et A ne se réduisent pas au même point et que les g zéros de Q 
appartenant a A peuvent être pris arbitrairement sans changer 
k(3o, P, Q) =u. Déterminons alors un polynome R de degré m—1 au 
plus, tel que II = P + QR ait un zéro d'ordre m au point z,, ce qui est 
possible, puisque Q(z,)<o. DIE, Q, m)=D(P, Q, m) n'est pas 
identiquement nul, et 7 appartient à C(p, g, D, A), ce qui établit la 


proposition. 


8: Passons maintenant au cas où g—0,p>m (le raisonnement 
précédent montre que p = o si p£m). Pour le calcul du nombre p, on 
a ici, en un point z, extérieur à D, vSn, OSN +m—i—p<n—1; 

8 « 
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l'examen des formules (14) et (15) montre que 
p=(m+i)(r—1) —(p—m), 

d’où . 

(18) p£p — m. 

Reo T'AS Ale 4 > où 

Étudions le passage à la limite; de la suite a relative au point 3, 
pris à l’eatérieur de D, on peut toujours extraire une suite partielle telle 
que P; et Q; tendent respectivement vers deux polynomes non identi- 
quement nuls P et Q. Si l’on avait D(P, Q, m) =o, on en déduirait, 
puisque Pa au moins p zeros dans D, que Q a au moins p—m-+1 
zéros dans D, et, par suite, qu’à partir d’une certaine valeur de z, Q; a 
p—m-+1 zéros appartenant à un ensemble D,, obtenu en ajoutant 
à D un voisinage arbitrairement petit de chacun des zéros de Q appar- 
tenant à D. 

Mais alors la suite a serait formée, à partir d’un certain rang, de 
fractions de la classe C(p, p — m+ 1, D, D,), et comme on peut sup- 
poser z, extérieur à D,, l'application du lemme 1 donnerait, comme 
au paragraphe 6, 


p2m(p—m), 


ce qui est impossible d’après (18), si m>1, et donne p= p—msi 
n=. 

Si maintenant ®(P, Q, m) n’est pas identiquement nulle (ce qui 
sera toujours le cas pour m>1), le raisonnement du paragraphe 4 
s'applique et l’on a l'égalité (13); autrement dit, dans tous les cas 


(19) P=p — m. 
9. Lorsqu'on aborde les cas où p > m et g > 0, la situation respec- 


tive de D et A dans le plan va jouer un role essentiel dans la détermi- 
nation de p. Il y a d’abord les deux cas extrêmes suivants : 


a. La réunion de D et A est identique au plan tout entier. 
b. La réunion de D et A se compose d'un seul point (p quelconque). 


Si l'on n’est pas dans un de ces deux cas, on peut, d'une part, 
trouver un point de D et un point de A qui soient distincts. D’autre 


— 
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part, on peut trouver deux ensembles D,, A,, contenant respective- 
ment D et A, tels que la réunion de D, et A, ne soit pas le plan tout 
entier, et que l'intersection de D, et A, contienne un ensemble ouvert. 
Nous sommes donc conduits à considérer deux nouveaux cas : 


c. L’intersection de D et A contient un ensemble ouvert. 
d. D et À se réduisent chacun à un point, les deux points étant 
distincts. 


Dans ce dernier cas (d), il est évident que la valeur de 6 (p, q, D, A) 
ne dépend pas de la position des deux points D, A dans le plan, car 
une transformation homographique peut les amener en deux points 
quelconques. Nous verrons aussi que, dans les cas (a) et (c), la valeur 
de ? est la mème pour tous les couples d’ensembles D, A vérifiant res- 
pectivement l’une ou l’autre de ces hypothèses (p et g ayant toujours 
les mémes valeurs). Nous désignerons par 0)(p, 7), 2:(p; 4); 02(P; 7) 
les valeurs prises par o(p, g, D, A) dans les cas (a), (c), (d) respecti- 
vement. On a évidemment, d’après (11), 

(20) Pa(p; 4)£pa(p. g)£p:(p, q) 
et, si l’on ne se trouve pas dans l’un des cas (a), (6), 
(21) Cp, g)£p(p, 7, D, A)£p.(p, 9): 


Nous allons examiner successivement chacun des cas (a), (6), (c), 
(d). 
10. Cas a. — D’après (10), on a, dans tous les cas, 

e(p, 4; D, 4)2Max[p(p, D), p(g, 4) I, 
ou 
(22) o(p, g, D. 4) 2 Max[p — m, m(g—1)|]. 
Cherchons le nombre y dans le cas actuel. Tout point du plan est dans 
D ou dans A; si =, est dans D, mais non dans A, on a von—4Q, 
w<n+m—t1, d'où A(s)) = (m+1)(n—1) — m(q—1). De même, 
si z, est dans A, mais non dans D, vSn, oSn +m—1—p, d'où 
PACS, )=(m+i)}(n —1)—(p—m). Enfin, si z, est à la fois dans D 
etA,y<n, oSn+m—1, ÀA(z,)=(m+#+1)(n—1). On a donc 


u = Min|(me+1)(n—1) —(p—m), (m+ 1) (nt) — my — 1)), 


Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 2. 1) 
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d’où, d’après (12), 
pire hts) o<Max[p—m, m(g—1)]. 


Comparant a (22), on a donc 


Cada PP; 7) = Max [p — m, m(g —1)]. 


11. Cas b. — On peut toujours amener, par une transformation 
homographique, le point auquel se réduisent D et Aa ètre le point à 
l'infini. 


Remarquons alors que ¢ n’est autre ici que le minimum de k(œ, P, Q) 


lorsque 5 parcourt toutes les Se di de la classe C à dérivée m° non 


identiquement nulle. Soit, en effet, i une fraetion pour laquelle ce 


0 


minimum #, est atteint; les (m+1)(n—1)—%#, zéros finis de 
®(P,, Q,, m) sont intérieurs à un certain cercle I’. Il est impossible 
qu’il existe un ensemble fermé E contenant plus de #, zéros de 
®(P, Q, m) pour toutes les fractions de la classe C : car, si y est un 
cercle quelconque contenu dans le complémentaire (ouvert) de E, on 
peut toujours, par une transformation Sanne a NS laissant inva- 


riant le point à l'infini, transformer I en y; la fraction L:, transformée 


Q: 


de À ce serait évidemment de la classe C, et telle que D(P,, Q,, m) ait 


(m+1)(n—1)—#, zéros dans y, contrairement à l'hypothèse. On a 
donc bien o = 4, et tout revient à chercher &,. 


° gp — m (ce qui suppose évidemment p > m). On a, au point à 
I’ infini 


v2gq, Wp. 
Si 
v>w2p, 
ona 
k= m(v—1)+ 02>(m-+1) p. 

Si 
yvSo<v+m, k>(m+ 1)v2(m+1)(w— m-+1)2(m+1)(p—m-+1), 

Enfin, si 


vSwo—m, k=m(v—1)+02m(q—1)+p, 
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(cette dernière valeur pourrait être atteinte pour & = p, v=q, puise 
q<p—m). 
Comme 
; m(g—1)+p<(m+i)(p—m), 
on a 
p=k—=mt(g — 1) + p. 


2° p—ms&qSp. Siv>a, k2(m+1)p;si 


vSo<cvim, k2(m+1)v2(m+1)q pour g>p—m, 

: k2>(m+1)(q +1) pour g=p—m. 
Enfin, si 
vSwo—m, kK=m(v—1)+02(m+1)q, 


puisque ici on doit avoir 


* w2v+m2q+m2p. 
On a donc 
o=h,=(m+1)q, 


cette valeur de # étant atteinte pour v = 4g, o=q+™m. 


a p= 9.0! 
hh v>B, k=m(v—1)+02m(q—1)+p,, 
Sl 
VD << v + m, k2>(m+1)v2(m+1)q. 
Enfin, si 
VSD — mn, kK=m(v —1)+02(m+1)q, 
d’où 


dki=mig 1) +p; 


cette valeur de # étant atteinte pour = 9, o =p. 

Remarquons que, lorsque p — m&q§p, il faut évidemment supposer 
de plus <n, car, pour g=n, ® (P, Q, m) =0 pour toute fraction de 
la classe C. 


12. Cas c. — Nous distinguerons ici deux cas, suivant les valeurs 
de pet q. 
1° g2p —m-+t. Nous allons voir que 
p.2 (m+ 1) (nm —1) —m(g —1). 


Soit, en effet, s, un point quelconque du plan : par une transformation 
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homographique, on peut toujours supposer que ce soit le point à l'infini. 
Comme D et À ont un ensemble ouvert E commun, si 3, est un point 
de E, on peut trouver un nombre a assez petit tel que, si l'on pose 


P (2) (3 3,)7 RE, Q(s)=(s— %)% 
P soit de la classe C(p, g, D, A). Or 


) 
: LR À n g(g+1)...(g+m—i)a 
poires Hits ee 


dz" (3 —3,)77" 
Par suite, ®(P, Q, m) a un zéro d’ordre 
(m+1)q —(¢g+m)=m(q —1) 
en z,, tous les autres étant confondus en 3,, et, par suite, 
A( 39) 2 (me +1) (m—1) —m(q —1). 


D'après (12), on a done 
p£m(g —1), 


mais, d’après (20) et (23), cela entraine 
Pi(p,g)= m(g —1). 


2° g<p—m-+1.Si 3, est un point extérieur à D et à A, ona, en 


ce point, 
VER — 4, DER +M—p—I<LR— 4. 


Les formules (14), (15), (16) montrent alors que l’on a 


\(m+i)(n—1)—m(p—m) 


(24) ÀX( sy) Maxi” 
(m+ t) (ze —1) —[m(g—1) +p]. 


On a effectivement 
K( 39, P,Q)=(m+ 1) (2 —1) —|m(g —1) + p| 
lorsque 


yv=nr—q, Oo=nrn+r+m-—p—t. 


D'autre part, en supposant le point 3, envoyé à l'infini par une trans- 
formation homographique, et en prenant 


P(s)=(s— a), Q(a) = (5 — 2m, 


où 3, est un point de l’ensemble ouvert commun à D et A, et aun 


UT 


as 
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nombre assez petit, is est bien une fraction de classe C(p, g, D, A) et 


®(P, Q, m) a un zéro d’ordre m(p—m) au point z,, les autres au 
point à l’infini. On peut donc avoir effectivement 


k(s,, P,Q) =(m+1)(n—1) — m(p — m) 
en tout point du plan, d’où, d’après(24), | 


p. = Max ib 2 oat 2 ipa 
(m+ 1)(n—1)—[m(q—1)+ p], 
et, par suite, 

5 ns. | RC — mn) 

S, <M 
(25) C= "| algae p. 


Il reste à démontrer l’égalité (13) : il suffit de reprendre le raisonne- 
ment fait au paragraphe 8 pour voir que le cas où le passage à la limite 
donnerait un polynome ® = 0, entrainerait 


p2m(p—m). 


Comparant à (25), on en conclut que l'égalité (13) est toujours véri- 
fiée, et par suite : 
si 
7s [= =) (pP—m),  PA(pq)=m(g— 1) +p 
si | | 
(1 =) (P—m)<q<p=mHr pp g)=m(p—m). 


nt 


13. Gas d. — Lorsque D et À sont chacun formés d’un seul point, les 
deux points D et A étant distincts, on peut toujours, par une transfor- 
mation homographique, supposer que D est l'origine 3 —0, et A le 
point à Vinfint. 

Remarquons ici que la valeur de A(s,) est la même pour tous les 
points du plan différents de o et 2, car deux tels points peuvent tou- 
jours être transformés l’un dans l'autre par une transformation homo- 
graphique laissant invariants o et x. 

Pour calculer A(z,), nous allons compléter les résultats du para- 
graphe 5; en tenant compte des hypothèses particulières faites ici sur P 
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et Q, nous déterminerons la valeur maxima k,(v, ©) effectivement © 
atteinte par le nombre £(3,, P, Q) lorsque v et & ont des valeurs 
fixées au point 3). Nous allons nous appuyer sur lelemme suivant : 


Lemme 2. — Soient à, 8, p trois entiers positifs tels que 


B—1i<a+p, 


et 3,40 un point quelconque du plan. Si A est un polynome quelconque 
de degré « au plus, B un polynome quelconque de degré B— 1 au plus, 
le polynome 

F=:A+8B 


a, au point 3, un zéro de multiplicité 


hSpt+a si ps, 
h<a+6 st p> 6, 


- s'il west pas identiquement nul. 
De plus, ul existe toujours un couple Ay, By, de polynomes premiers 
entre eux pour lequel le maximum de h est atteint. 


1° p£B. On a évidemment AS p+ a, p+ x étant le degré de F. Si 
l'on divise (3 — 3, )’** par 2’, le quotient A, et le reste B, de la division 
sont bien de degrés respectifs au plus égaux à « et ap —1<8 —1, et 
l'on a 


F,= s’A,+ By= (3s — 3). 


Remarquons que B, est exactement de degré p — 1. Sinon 


dr F, 
ar =(p+a)(p+a—1)...(æ+2)(s — 3) 


s’annulerait à l’origine, ce qui est absurde. 
On en conclut que A, et B, sont premiers entre eux, sinon ils seraient 
divisibles par s — 39, et en posant 
; AG $—'S,)Ai, By, = (5 — 34) By. 
on aurait 
s’/A,+ B,=(s—5, rt, 


ce qui est impossible, d’après ce qui précède, puisque B, est de degré 


(P— 2). 
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a Bp. On a 
EF  d? 


Hee ace 0 


donc ce polynome, de degré p+ a—f au plus, a un zéro d’ordre p—$ 
à l’origine, et par suite ne peut avoir au point 3, qu’un zéro d’ordre a 
au plus; F ne peut donc avoir en ce point qu’un zéro d'ordre « + 6 au 
plus. 
Pour montrer que ce maximum est atteint, divisons successivement 
(3), (3 — 3)", . E, (2 — 3,)*** par 2?, soit 
(3 — 39)?** = 3PA,+ B,, 
(2 — 2,)?+%!— sPA,+ B,, 


(3 — A) br, = SP An B44 == Byp—B-+415 


B,, B;, ..., B,-g,, sont au plus de degré p — 1; on peut donc trouver 
(p — 8 +1) constantes A,, As, ..., Ap-g,, non toutes nulles telles que 


By= A,B, + A, B,+...+ Appin B; 84 
_soit de degré 8 —1 au plus. Si l’on pose 
Ay=),A,+ A, B,+...+ 1584 By 8, 


le polynome F,= 3A, + B, n’est pas identiquement nul et a un zéro 
d'ordre «+ f en Zp. 


; ; qe F 
B, est exactement de degré B—1. Sinon ° 


d38"1 
p+a—$8 +1 au plus, aurait un zéro d'ordre p — 8 + 1 à l’origine, et 
un zéro d'ordre « + 1 au point 39, ce qui est absurde, ce polynome 
n'étant pas identiquement nul. 

On en déduit encore que A, et B, sont premiers entre eux: car s’ils 
avaient un facteur commun P de degré r>1, F, serait divisible par P : 


» qui est de degré 


on en conclurait qu'il existe deux polynomes A, = a de degré <a—r, 
et B, = « de degré <B—r—1<p—1, tels que 3’A, +B, ait un 


zéro d’ordre 
a+B—r—(a—r)+(B—-r)+r, 


au moins en Zo, ce qui est absurde. 
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On peut remarquer aussi que À, et B, sont déterminés de façon 
unique à un facteur constant près. Car si Aj, B; est un autre couple tel 
que 3’A* + B* ait un zéro d'ordre «+ 8 en 3,, le polynome 


s/(aA,+ bA*) + (aBy+ 0bB;) 


aurait aussi un zéro d'ordre «+8 en z,, et l’on peut choisir les 
constantes a et b telles que aB, + bB; soit de degré B — 2 au plus, ce 
qui est impossible à moins que 


aA,+ bAï = aB,+ b Bi =o. 


14. Cas d (suite). — Pour appliquer le lemme précédent à la 
recherche de #,(v, &), il suffit de se borner au cas où 


VD << y + mn, 


car dans les autres cas 4, = k est donné par (14) ou (16). 
Si l’on pose 
P=(s—:,) :P,, Q=(:—3,)"0,, 
on a 
k(s), P,Q)=£Æ(3, 37 P,, O,) + (m+ iv, 


et il existe un polynome R, de degré m — 1 au plus tel quez’P, + Q,R, 
ait en z, un zéro d’ordre m + k(z,, 3’”P,, Q,). 
Appliquant le lemme 2, avec | 


a=n+m—p—v—1, Sin my ee 
ona 
; m+h 30 SP, Q,)Sp+a—n+ m—vy—:1 
Sl 

n+m—v2p+q, 

ef 
: m+ k (5, ’P,,Q0,)Sa+B=2(n+ m—v)—p—q—-1 
SI 


R+Mm—V<pD+ 4. 


Donc, comme les maxima sont atteints dans ces formules pour des 
polynomes P, et Q, premiers entre eux, on a 


(26) Kw @)S= mv a1 
si 


(27) VEn+m—(p+g) et vSo<vt+m 
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et 

(28) Ao, OP — th i Lea eee a 
si | 

(29) VS me —(p+q) et voo<v4+m. 


Remarquons que, lorsque o2v-+™m, k,(v, 0) =m(v—t)+ @ est 
au plus égal aux valeurs (26) et (28), comme on le vérifie sans peine 
en tenant compte de ce que 


ySn—q et wSn-+m—p—1. 


Il est facile maintenant d’avoir la valeur de A(z, ). Nous distingue- 
rons plusieurs cas. 


1° q2p—m-+1.Si 
wovsn—gqin+m— p—t, 
le maximum de &,(v, @) est, d’après (14), 


a=(m+1)(n —Gq—1). 


On a, d’autre part, n+ m—(p+q)<n—gq, donc, sin+m>p+q, 
l'inégalité (29) est vérifiée à partir d’une certaine valeur de v. Donc, 
si(27) a lieu, le maximum de £,(v, @) est 


b=m(n+m— p—q)+ru—-1=mM(n—q)+nrn—1—mM(p—m) 
et, si (29) est vérifié, le maximum de #,(v, @) est 


c= (m—1)(n—q)+2n+m— p—gq-i1=m(n—gq)+n—1—(p—m). 


Si l’on compare ces divers maxima, on voit de suite que b<c; 
d’autre part 


a=m(n—q)+n—1i—(g+m) 
et 
po-msq—-1<q + mM, 
donca< c, et finalement 
LG =m + 1) eee) mg 1) Ep — mi. 


2 q<p—m+i.Sis<»,le maximum de 4,(v,5)est 


a'=m(nR==QÆi)ÆEnN4mMm—p Te. 


Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 2. 
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De même, les maxima de k,(v, &), lorsque les inégalités om ou (29) 
sont vérifiées, sont respectivement 


> 
s 


b’=m(n+m—p—q)+n—-t, 
c'=(m—1)(n+m—p—i1)+2n+m—(p+ q+!) 
=m(n+m—p—-i)+n—g, 
puisque alors 


Ona 


yvSaogn+m—p—t. 
c' — b'= (m —1)(q —1)20, 
et 
o' — a'=(m—1)(q—p+m)+t. 

2A. Sim=1,c'—a'> 0, donc 

p-=1)(5)) = c= an—(p+q). 
2B. Sim>1 et g=p—™m, on a encore c’—a'> 0, donc 

p= e'= (m + 1)(n —1) —[(m +1) (p— m) — 1). 
2C.Sim>1etq<p—m, onac’'—a'<o, d'où 
p= a'= (m+ 1)(n —1)—[m(g —1) +p]. 


u. étant déterminé, il reste à démontrer l’égalité (13). Le raisonne- 


ment est le pa qu'au paragraphe 8 : si le passage à la limite conduisait 
à une fraction © Q telle que ®(P, Q, m)= 0, on en déduirait 
p2m(qg+p—m), 


ce qui est incompatible avec l'inégalité (12), étant donnée la valeur 
de p.(‘). 


On a donc les résultats suivants : 


(a) MAT Pe(P, 4)=p +q—2, 
(b) DE à 
m(q—1)+p | si q<p—m 
P2(P, 7) =) (m+1)\(p—m)—1 si g=p—m 
m(q—1)+p—m si g>p— 


TRS re RES EE RS RS RS ee LE à, 


(*) Le même raisonnement, joint à l'inégalité (21), montre que la relation (13) est tou- 
jours vérifiée lorsque D et A n'ont aucun point commun, 
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15. Lorsqu'on n’est pas dans l’un des quatre cas étudiés jusqu'ici, 
le seul renseignement que nous ayons sur p consiste en les inégalités 


(21). Ceci ne nous donne 9 que lorsque m > 1, g (1 a) (p— m) 


mt 
oum—1 et soit p—1, soit g — 1, car alors Pi = 2; à défaut d’une 
méthode donnant ¢ dans tous les autres cas, il serait intéressant 
d'obtenir les conditions nécessaires et suf fisantes pour que l’on ait, soit 
© = pi, Soit ¢ = p,. Nous ne sommes pas parvenus à ce résultat, mais il 
est probable que ces conditions doivent être de nature assez complexe, 
comme le montrent les remarques suivantes. 

En examinant la démonstration du paragraphe 12, on constate aisé- 
ment que la condition imposée alors à D et A, à savoir que leur inter- 
section contient un ensemble ouvert, est trop restrictive. Il suffit, par 
exemple, lorsque g2p — m+1, qu'on puisse trouver un point z, de 
l'intersection de D et A, centre d’un polygone régulier de g + m—1 
côtés dont les sommets appartiennent à D et dont le côté puisse être 
pris arbitrairement petit, avec la condition supplémentaire que cette 
propriété reste vraie après une transformation homographique arbi- 
traire : c’est le cas, par exemple, si z, est intérieur à un ensemble 
ouvert contenu dans D. 

Par contre, il est certain qu'il ne suffit pas de supposer que D et A 
ont deux points communs pour que ¢ =2,. Nous allons voir en effet 
que, dans le cas où D et A sont identiques et formés de deux points dis- 


tincts a, b, on a 5 —5£3. 


Les fractions a) de C( p, q, D, A) se répartissent en trois caso 


1° les fractions qui, réduites à leur plus simple expression, ont tou- 
jours au moins p, zéros en un des points a, b et g, pôles en l’autre, 
c'est-à-dire appartiennent (une fois réduites) à C(p,, gi, a, b) ou 
Gps, 9170, @), avec 


P—h=FI-—Hn=A, o SAS Min (p, 7). 


2° les fractions qui, une fois réduites, ont au moins p, zéros réparis 
entre les points a, b, et aucun pole en ces points, done appartiennent 


a C(p,, D), ce qui exige 
hap — pr2q. 


9 
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3° les fractions qui, une fois réduites, appartiennent à C(g,, D), avec 
h=q—-%2P- 
La valeur de 2 est le minimum des valeurs qu’on obtiendrait en 
supposant successivement que toutes les fractions de C(p, q, D, A) 


appartiennent à l’une des catégories précédentes. 
Or, pour la catégorie 1°, on obtient ainsi 


p'={(m#+1)A + P(Pas Gi 40), 
sip, > m, On à (Pis is 4, 6) = Pa( pr, qi), et d’après la valeur de ¢, 
o’= pa(p; 7); 

si p, Sm, EP, qi. a, 6) =m(qi —1), d’ou 

o’ = m(q—1)+Ah. 
Mais alors p— g=pi— 1 < m, eth=p—p,2p—™m, donc 

po’ 2m(q—1)+p—m=p,(p, q). 
Pour la catégorie 2°, ona de même 


p"=(m+i)h +op(p,, D). 
Done, sip, >m, 


p'=(m + 1) h+ py— m=m(h—1) + p2m(q—1) + p2ps(p, 7), 
et si p, Sm, 
pe" = (m 4-1) h2 Max|(m+-1)q, iP Ra tae }2p2(P, 7): 
E nfia, pour la catégorie 3°, on a 


0" = (m+ 1)h+ p(qs D)=(m+1)h+ mg; —1) 
=m(q—1)+h2m(q—1) + p2e.(p, 9). 


Les inégalités précédentes, jointes à (21), montrent donc bien 
are Pas 


16. Ce qui précède nous fournit un exemple d’un cas différent du 

l LS Py car hae . 
cas d et où ¢=92,. Nous allons voir que cette égalité a encore lieu 
pour toute une catégorie de cas, différents du précédent, mais com- 
prenant par contre le cas d comme cas limite. 


ARS 
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On peut dire que dans le cas d les domaines D et A sont séparés au 
maximum; les cas dont nous allons parler sont ceux où D et A sont 
suffisamment séparés l’un de l’autre. Pour préciser cette notion nous 
allons définir la constante de séparation de deux ensembles D et A. 
Supposons d’abord que D et A soient deux domaines circulaires fermés: 
s'ils n’ont aucun point commun, on peut, par une transformation 
homographique, transformer leurs frontières en deux circonférences 
concentriques; soit K(D, A) >1 le rapport du plus grand au plus petit 
des rayons de ces deux circonférences : c’est ce que nous appellerons 
la constante de séparation de D et A. Lorsque D et A ont au moins un 
pointcommun, nous poserons K(D, A) — 1. Le nombre ainsi introduit 
est évidemment invariant par toute transformation homographique. 

Si maintenant D et A sont deux ensembles quelconques, nous pren- 
drons comme définition de leur constante de séparation 


K(D, 4) = Borne K(D,, A,), 


pour tous les couples de domaines circulaires D,, A, contenant 
respectivement D et A; ce nombre est encore invariant par toute trans- 
formation homographique. 

Faisons quelques remarques élémentaires relatives à cette notion : 
si D' est une partie de D, A’ une partie de A, on a évidemment 


K(D’, A’) >K(D, A). 


Lorsque K(D, 4)>1, il est clair que D et A n'ont aucun point 
commun, mais la réciproque estinexacte, comme le montre l’exemple 
simple où D se compose des points = = +1, et À des points s= +7, 
Remarquons enfin que la condition nécessaire et suffisante pour que 
K(D, A) = « est que l’un des ensembles D, À au moins se réduise à 
un point n’appartenant pas à l’autre. Cela étant, nous allons voir qu'il 
existe un nombre fint L21, tel que, lorsque K(D, A) © L, on ait, quels 
que soïent p, q, 8 (pr 9, D, A) = p2 (p, q). 

Supposons en effet qu il n’en soit pas ainsi, el considérons une suite 
de nombres positifs 7,, 7, ....7;, ... Croissant indéfiniment : pour 
chaque valeur de l'indice z, il existerait deux ensembles D;, A;, tels que 
K(D;, A) >7, et que o(p, g, Diy 4) <6:(p, 7) pour un systéme 
d’entiers p, g, au moins (p£n+m—i1,q£n). 
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On peut toujours supposer à l’aide d’une transformation homogra- 
phique que D; est dans le domaine circulaire |2|$ 72 et A; dans le 
domaine circulaire |s|2V7. Quel que soit l'ensemble E du plan, il 

salue 4 : P 
existerait donc, pour chaque indice z, une fraction 0, de la classe 


C(p, q, Dj, A;) telle que ®(P;, Q;, m) ne soit pas identiquement nulle 
et ait (m—+1)(m—1)—.+1 zéros au moins dans E; on peut 
d’ailleurs extraire au besoin de la suite {7;} une suite partielle pour 
laquelle les entiers p, g soient les mêmes pour toutes les valeurs 
correspondantes de 7; nous supposerons que la suite primitive est déjà 
de cette nature. 

Extrayons alors de la suite taf une suite convergente de limite Ge. 


Si l’on avait ®(P, Q, m) =o, on pourrait, en appliquant le lemme 1, 
«Il . : Lang - 
trouver une fraction 0 ayant g pôles au moins au point à l'infini, et 


_(p—m+1) pôles au moins à l’origine, telle que ®(II, Q, m) ne soit 
pas identiquement nulle et ait (m+1)(n—1)— £,+1 zéros dans E : 
or, ceci est impossible, car cette dérivée a au plus 


(m +1) (2 —1) — m(g+ p— m)<(m+1)(n—1)—p, 
zéros différents des points o et oo. 7 
On aurait donc ®(P, Q, m)=0, et ce polynome aurait au moins 
CE À : P 
(m-+1)(n—1)—p,+1 zéros dans E; mais comme — est de classe 


C(p, q, 0, æ), cela est en contradiction avec la définition de Oo, 
puisque E est arbitraire. €.7 O51 FEED: 


17. Pour un système donné d’entiers n, m, P, 4, nous désignerons 
par L,(n, m, p, q) la borne inférieure des nombres L>1 pour lesquels 
le théorème précédent s’applique. Lorsque L, >1, on peut encore 
définir ce nombre par la propriété suivante : pour tout couple de 
domaines circulaires D, A tels que 1<K(D, A) <L,, on a 


e(p,.¢; D, A} <0, (p, 4), 


et L, est la plus grande valeur possédant cette propriété. 
L’exemple du paragraphe 15, où l’on a K(D,A)—1: ets —9p,, montre 


PA TERRE 
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/ 
d’ailleurs que la proposition précédente est inexacte lorsqu'on n'y 
suppose plus que D et A sont des domaines circulaires. 

Le calcul de L, semble en général malaisé : nous le ferons plus loin 
dans un cas particulier. Mais la seconde définition que nous venons 
de donner de ce nombre lorsque L, > 1 pose le problème de savoir 
dans quel cas cette inégalité est vérifiée. 

L'étude de ce problème va nous montrer que, hormis les cas où 
©, = 92, On a, dans la plupart des autres cas, L, >1. 

La méthode que nous emploierons est la suivante : considérons 
d'abord la classe C(p, g, D, A) correspondant au cas où D est le point 
à l'infini, A l'intérieur d’un cercle F de rayon R; comme K(D, A) =, 
on a alors p(p, q, D, A)—p,. Supposons que, pour les fractions de 
cette classe, on puisse établir que l’on a À(3,) > u pour tous les points 
intérieurs à un cercle I” concentrique aI et de rayon R’ > R. Si, alors, 
on considère la classe C(p, g, D’, A) où D’ est formé de l'extérieur de I’ 
(et de la circonférence de ce cercle), on aura, en tout point z, du 
plan, h()) > (m+ 1)(n—1)— 6. Car cela a été établi pour les points 
intérieurs 41”, par hypothèse, et, aux points de D’, on peut avoir 

Oo—n+m—ti, V—=n— 4, 
d’où 
A(39)2(m +1) (2 — 1) — m(g — 1) > (m+ 1) (rn — 1) — 0. 


D'après l'inégalité (12), on a donc 


PC, 43 D, A)<2(p, 9), 
autrement dit 


Le raisonnement peut naturellement s’appliquer de la même manière 
lorsqu'on y intervertit le rôle des zéros et des pôles. 


48. Pour pouvoir appliquer le raisonnement précédent, il suffit 
d’avoir une limite inférieure de À(:,) supérieure à 4 aux points de la 
couronne limitée par les cercles F et I’, car en un point intérieur à |”, 
on peut prendre &—n+m—p—1,=—n, d'où 
A(5)) = (m +1) (n —1) —(p—m)>(m+1)(n—1)— pk. 


re 


9* 
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Nous obtiendrons une telle limite pour A(z,) à l’aide du lemme 
suivant : 


Lemus 3. — Soient «, 3, y trois entiers positi fs tels que BSa, Y£a; 
posons 


h=a si YS aa à 
: a + Bp 
h=2(e¢—y)+6 he Te 


On peut trouver un polynome A de degré « — h et un polynome B, de 
degré 8 — 1 au plus, tel que le polynome 


C= sA +B 


ait y séros au moins dans un demi-plan ouvert dont la frontière passe 
par l’origine. 
Pour établir ce lemme, considérons deux entiers positifs ou nuls, 
rets, et le polynome 
Fé, 5) =1s" 1 (5 I} 


Lorsque ¢ tend vers o, la fonction s(t) définie par F(t,s)=oar 
déterminations tendant vers 1, les 2s +1 autres tendant vers <x. Il est 
facile d’avoir les développements de ces dernières au voisinage 
de «=o, car on a, pour la fonction inverse au voisinage de 3 =, 
d’où “ : 


Autrement dit, les arguments des 2s +1 déterminations de = qui 
“l “J , ‘ 2ÂT e —— « 
tendent vers x sont de la forme 0 + ssa T(t) (A=1,2,...,25-+1), 


z(t) tendant vers o avec ¢. Par suite, on peut prendre ¢ assez petit 
pour que F(t, 3) ait(r+s +1) zéros dans un demi-plan ouvert limité 
par une droite passant par l'origine. 


- a 
as 


fa 
oP; il suffit alors de 


Supposons alors tout d’abord y< 2" 
2 


prendre À = B =1 pour avoir la propriété du lemme. 
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. DE 
» en prenant, dans le polynome F, r=2y—a—1, 
‘vege a ee A=t, B—-—-(3—1) répondent à la 
question. 


+6 


Supposons maintenant y > a ; prenons r= 8 —1, s=a— yet, 


¢ étant déterminé comme plus enya le polynome F correspondant, 
considérons le polynome 


F, (s) = £5P +27) (4 te. es )°1— a+) __ (s A | 1), 


Lorsque € tend vers zéro, 8 + 2(a—y) zéros de F, tendent vers les 


zéros de F(t, =). D'autre part, en posant s = ——, l'équation F,(:)—0 


devient 
dut +8) (x as )A ART) = ea Yi (1 —E— ll yok 


Done 2y —(a-+ 8) zéros de cette équation tendent vers 6 avec £. Par 
suite, on peut trouver une valeur de € assez petite pour qu’il existe 
(a—y)+6+2y—(a+6)=y zéros de F, dans un demi-plan 
ouvert limité par une droite passant par l’origine, ce qui démontre le 
lemme, en prenant 


A —t(i—ez)1ta#l, Bae (ei aye, 


NA er a 5 
Remarque. — Il serait intéressant, lorsque y > — =, de chercher 


la plus grande valeur de / pour laquelle le lemme 3 reste vrai. Ce qui 
précède ne permet pas d'affirmer que 2(x— y) + 5 soit cette valeur 
maxima; on peut remarquer seulement que c’est certainement la 
valeur maxima pour y=, comme le montre immédiatement le 
théorème de Gauss-Lucas, appliqué successivement aux dérivées de C 
jusqu’à Pordre 5. 


19. Pour appliquer le lemme 3 à la démonstration de l'inégalité 
L, >1, reprenons d’abord, avec les notations du paragraphe 17, le 
cas où D est le point à l'infini, A l’intérieur d’un cercle F, et cherchons 
une limite inférieure de ÀA(3,) en des points extérieurs à I’, mais assez 
voisins de la circonférence. H nous suffira pour cela d’avoir une 
limite inférieure pour le maximum #,(2,, v, &) de 4(2,, P,Q) lorsque 

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 2. as; 
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vy et & sont donnés. Si v>@, #(5,, y, w)=k(zo, P, Q) est donné 
par (14). Lorsque y£&, posons 


AT FPE) RUE 
ig oa =e Q(3)= Gasp? 


= 
a 


si l’on peut trouver un polynome R, (z) de degré m— 1 au plus, tel que 
P,+ Q,R, ait un zéro de multiplicité h > m au point 3,, on aura 
ky(39) v, B)2(m+i)v+h— mm. 

Or, si l’on applique le lemme 3 avec 

A—N+M—V—I, 

B—=n+m—p—, 

192 
on voit qu’on peut trouver un polynome C=Q.R, où R, est de 
degré m—1, Q, de degré n—v, et un polynome — B= P, de degré 
n+m—p—v—1 au plus, tel que P,+ Q,R, ait un zéro de multi- 
plicité A au point 3 — 0, avec 


: I 
h=a=n+m—v—1 sl vs nt+m—q—P=, 
h=2(«—y)+6 

pat 


=2(n+ m—v—g—1)+n+m—p-—v si v>n+m—gq— ’ 


2 


et que Q, ait g zéros dans un cercle I” ne contenant pas l'origine. Si 
nous faisons une transformation homographique conservant le point à 
l'infini et transformant I en T, les transformés P,, Q,, R, de P,, Qo, 
R, répondront à la question, avec la valeur précédente de , relative- 
ment au point 3, transformé de l’origine. On a donc, en ce point, 


P +1 


ky (5, v, @)2>mv+n—1 si vS n+m—q— 
= 2 


> 
(30) 4 Ky(59, v, @) >(m — 2)¥+ 3(n—1) 


DER 


+2m—2q—p+i1 Si v>n+m—q— 
2 


I] est clair d’ailleurs que les mémes inégalités auront lieu en tout 
point s, de la couronne comprise entre le cercle I’ et le cercle concen- 
trique I” passant par s,, comme le montre une simple similitude de 


pole le centre de I’, effectuée sur les zéros de P,Q,R et transformant 
On 24: 
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Une limite inférieure de A(z,) valable pour tous les points de cette 
couronne, sera donc obtenue en prenant la valeur maxima des seconds 
membres de (14) et (30) lorsque vin — q, oSn+m—p—tr. Un 
calcul sans difficulté donne les résultats suivants : 


I. m=t [ce cas se distingue des autres, car c’est le seul où le 
coefficient de y dans la seconde formule (30) soit négatif ] : 


(la) a (EE) Xe )2(n— (p=) =a(n 1) pp 9) 
(lb) E (2=) <q<n—E (£) À(z6)22(72 —1)— | «— I+E (4) ’ 
(Ic) n—B (2) <qsn A(s,)22(n —1)—(p + 2g —n—2). 


Il. 1<CmsSpS2am—1: 
A(3_)2(m +1) (2 —1) — palp, 9). 
Il. m>1, p>2m—1: 


(May gsB(2E*)  (2)2(m41) (n=) pr 9) 


E (+) <q<p—m+1 
(111d) 
(m-+-1) (2 —1) —[m(p — m) + 29 —p—1) 
(m+ 1)(m—1) —[m(q —1) +p] 


(Ile) p—m+i<q A(s))2(m +1) (n—1)—[m(q—1) + (p—m)—(m—1)]. 


A(5)2Max 


Si l’on étudie de la même manière le cas où D est l’intérieur d’un 
cercle I et A le point à l'infini, on n'obtient de nouvelles limites, 
meilleures que les précédentes, que dans les cas suivants : _ 


I’. m=1(il est évident, vu le rôle symétrique que jouent alors les 
zéros et les pôles, que l’on doit obtenir les formules (1) où l’on a per- 
mutépetgq): 

(l'a) pSE(LE*) Ga) (7020) (p 9) 
(l'b) E (=) <psn—E (2) Me)2a(n—1)—| p —1+E (4) |: 


2 


(l'e) n— B(2) <p£n À(5)22(2—1)—[g + 2p—n—2|. 
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Ice. m>1,p>2m—1,q>p: 


He" \ p <q ap M) F1 ' 
(He!) UA(s)>2(m +1) (rn —1) —[m(g—1) + p—m—(q p+m—1)|, 
(He) { | a(p—m)+1Sq 

a 


| A(sy) > Cm +1) (2 — 1) = m(g —1) = (m+ 1)(n — 1) — o.(p, 4). 


Si l'on compare alors toutes les limites inférieures trouvées à 
(m+1)(n—1)—0.(p, q), on arrive au résultat suivant : 


I 


Lorsque q > € =) (p—m), on a L, >1, sauf peut-étre dans les 


Pe 
trois cas suivants : 


(A) } m—t1, pepe n. 
(B) n= B= 7=—2. 
m> 2, p>am-+ 3+ > 
3 m— 2 
(C) 3 
(:- =) (pm) <4 Sp—m—1— ak 


Nous allons compléter ce résultat en montrant que, dans les cas A 
et Bon a effectivement L, —1. 

Pour le cas A, cela résulte d’un théorème élémentaire de Bôcher("), 
d'après lequel, si D et A sont deux domaines circulaires fermés sans 
point commun, la dérivée d’une fonction de classe C(n, n, D, A) 
a (nm —1) zéros dans D et (n —1) zéros dans A. 

Le cas B peut également s’élucider à l’aide de ce théorème. Suppo- 
sons en effet que D et A soient deux domaines circulaires fermés sans 
point commun, et calculons la valeur de uw. En un point s, extérieur 
aD et A, ona, d'après les formules (14), (15) et (16), puisque y<n — 2, 
mSn— 2, ; 


ÀA(5) San — 3, 


et cette valeur maxima ne saurait être atteinte que pour v=o—=n—2., 
Or, si l'on pose alors 


PER O,(5)= Are ee 


(SE Tr (5 — 3,) 2 


1 Se 4 . à . ae 
(') M. Bôücnen, Proceedings of the American Academy of Sciences, t. A0, 1904, 
Pp. 469-181. 
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les zéros de ®(P, Q, 1) distincts de zs, sont ceux de M(P,, Q,, 1), et le 
théorème de Bocher nous apprend qu’il y en a un dans D et un dans A, 
et par suite D(P, Q, 1)a 2(n — 1)—2—2n— 4 zéros au point s,, 
d’où 

; A(s))S2n— 4, 
et par suite 

p—=2n— #4, 
d’où, d’après (12), 
p£2. 

Mais, d'autre part, l'égalité (13) a lieu, sans quoi, en raisonnant 
comme au paragraphe 8, on aurait l'inégalité 9 > 3, ce qui est absurde. 
Donc 

PP, qr D, A)=2=p+q—2—=p;(p, q), 


ce qui montre bien que L, —1. 
Le seul cas dans lequel la méthode laisse subsister un doute est 
donc le cas C. 


Remarque. — Les inégalités obtenues dans ce paragraphe montrent 

, pis I 5 
encore qu'en dehors du cas évident q < (: — =) (p—m), op, = pa, 
on peut avoir 5 = 9, pour des ensembles D et A sans point commun, dans 


les cas suivants : 


(«) ed gs (2) ou ps), 
(b) 1<m<ps2m—1, q quelconque, 


: 6 ke 
(c) m1, am—i1<psam+3+4 ae = gob (2 “); 


Line 


(d) =, 2m —1<p, 4q>22(p —m)+1. 


20. Nous allons calculer la valeur exacte de L, dans le cas particu- 
lier suivant : m=2, p=n+1, q=n, n pair. Nous savons déjà 
que L, >1. La valeur de ce nombre va nous être fournie par une 
application du théorème de Grace et d’un résultat connu sur les 
polynomes ('). 

Nous supposons donc que D et A sont deux domaines circulaires 


(1) Voir J. DIEUDONNÉ, Sur quelques points de la théorie des polynomes (Bull. Sciences 
math., |. 58, 1934, p. 273-296). Le théorème dont il s’agit ici est dû à M. Biernacki. 
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sans point commun; par une homographie, on peut amener À à être 
le cercle |3|<r, D l'extérieur du cercle | z|2R >> 1; tous les zeros de P 
sont dans D, tous les zéros de Q dans A, et pour R>L,, on aura 


donc 
p=—,=m(q—1) +p—m=(m-+1)(n—1)=3(n—}), 


autrement dit, il existera des points du plan ot ®(P, Q, 2) ne pourra 
s'annuler, quelle que soit la fraction 5 de classe C(p, g, D, A); et 
inversement, s’il existe de tels points, on aura R >L,. 

Tout revient donc à chercher en quels points du plan ®(P, Q, 2) 
peut s’annuler; or, si z, est un tel point, et si l’on désigne par 3,, 
Bas ce Zn les zéros de P(z), la relation ®(P, Q, 2)=0, où l'on 
faits = 3,, est, d'après (6), {néaire par rapport à P(z,), P'(3,), P'(z,), 
donc linéaire en 3,, 22, ..., 3,,, et symétrique par rapport à ces 
variables. D'après le théorème de Grace, il existe donc un point a 
dans D tel que ®(P,, Q, 2) s’annule en 3,, avec P,(3)—(3 —a)"*". 

Nous procéderons alors de la facon suivante : pour une valeur 
donnée de a dans D, les zéros de D(P,, Q, 2) différents de a, décrivent 
un certain domaine à, lorsque les zéros de Q prennent toutes les posi- 
tions possibles dans A. Lorsque a varie ensuite arbitrairement dans D, 
le domaine à, balaie un certain domaine à, ; la valeur de L, sera la 
borne in férieure des valeurs de R telles que 6, n'ait aucun point commun 
avec D. Comme d’ailleurs une rotation sur a autour de l'origine fait 
subir la même rotation à ¢,, on peut encore dire que, si d(a) est la 
distance maxima de l’origine aux points de à,, le nombre L, est la plus 
grande valeur de R pour laquelle 
(31) R< Max d(a), 


a>kR 
= 


le maximum étant pris pour toutes les valeurs de a réelles et >R. 
Pour avoir 6,, traitons d’abord le cas particulier où a — +. On a 
alors P, =1, d'où | 
D(P;, Q,2) = 207%— OQ". 


Mais, à un point 3, où 2Q'?— QQ"— 0, correspond une valeur 2 telle 
que l'équation 
(3—À)Q'+Q—=o 
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ait une racine double en 3,. Or, on sait (loc. cit) que, quel que soit à, 
cela ne peut avoir lieu que pour | 


I 
UE 
1/4 


la limite étant exacte (n étant pair); à, est donc l’intérieur du cercle 


n 2 
de centre O et de rayon \/ er 
PRE 
Pour passer de là au cas général, remarquons qu’on peut toujours, 
pour a >1, faire une transformation homographique trans formant A 


en lui-même et envoyant le point a à l’infini, à savoir 


COST 
LSS 


SL $ 
Dans le plan des x, le transformé de à, est donc 6,, c’est-à-dire le 
cercle 


n+2 
Roe T 


IS 


et, par suite, en revenant au plan des 3, 6, est un des deux domaines 
circulaires limités par la circonférence (y) ayant pour diamètre le 
segment d’extrémités fee 
ae avn + 2 = Vn =a 
co Vn+2—ayÿnr+1: 


4 
et 
ok ayn + 3 + \/n +1 
Vr+2+aVn+: 


= + 


Si a< Ve 6, est celui de ces domaines qui contient le point à 
n+I 


a ; ' n+ 2 
l'infini, donc d(a) =~ dans ce cas. Au contraire, si a > V2= = 


à, est l’intérieur de (y), et l’on a 


_- ayn -+ 2 =n 
AG avn+i —\Vn+2 


» 


d(a) = Max (— z;, 32) 


fonction décroissante de a, d’où on tire, d’après (31), 


1+Vn+e 


Vr+i: 


(32) Ly, = 
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Lorsque n est ëmpatr, le même raisonnement montre que L, a une 
valeur inférieure à l'expression (32). 


“ 


91. Le principe de la méthode précédente s'étend immédiatement 
au cas plus général où m est quelconque, p—n<+m—retq—n. Si 
A(n, m)= d(æ) est le rayon du cercle à, on voit ainsi que l'on a 


L,=A(n, m) + VA2(n, m)—1. 


Tout revient donc à calculer A(x, m), c’est-à-dire à déterminer la 


3 k À qm 
borne supérieure des zéros finis de b(1,Q,m)=Q"*" — (à) lorsque 


tous les zéros de Q(z) varient arbitrairement à l'intérieur du cercle 
unité. 

La méthode des fonctions bornées (') pourrait en théorie s'appliquer 
ici, car on D(1, Q, m) s'exprime à l’aide de 5 et des dérivées de cette 
fraction. Mais les calculs se compliquent rapidement à mesure que m 
croit, et deviennent vite impraticables. 

Nous allons montrer, par une autre méthode, comment on peut 
avoir une borne supérieure de A(n, m), qui nous montrera que, pour 
une valeur donnée de m, A(n, m) tend vers un lorsque n croit indéfi- 
niument. : 

Soit s, un zéro fini de ®(1, Q, m) extérieur au cercle unité : on peut 
toujours, en faisant une rotation autour de l’origine, supposer 3, réel 
et positif, soit 3, =1+æ, x > 0. Par hypothèse, il existe un poly- 
nome 

H (3) = uy+ u,(5 — 30) +... + Um, (5 — 39)" (ups 0) 


tel que le polynome F = QH-1 ait un zéro d'ordre m+ 1 au moins 
au point ,; on en déduit que le développement de Taylor de 


F’ 8 5 H’ 
ey = == PET) 
cy] Q H 
au voisinage de 3,, commence par un terme de degré m au moins 
en (s—3,), et réciproquement. Autrement dit, si z,, Sip quate MASON 


(1) Voir J. DIEUDONNE, Sur quelques propriétés des polynomes (Actualités scientifiques 
et industrielles, n° 114, Hermann et Cie, Paris, 1934). 
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les zéros de Q, et si l’on pose. 


n 
DE 
RE ———— ; 
(3:— 50) 


I= 4 


on a les relations 


Gy, y — U =0, 


COUT Cle AUS ON 


mi ot Cine ly A. Me Oy Un — (M — 1) Un, =, 


Cy Up On, Uy se. Ho (Up, = 0, 


et, comme u, 0, 


Gee) PT 0 Oo 0 
Drug, CR HO o 
Cp } 
(33) Ga) C5 on ER 0 ht 
Bae City OL rue wee: 


Remarquons maintenant que l’on à 


nm, = >: 
| Si Sy (2%, 


et que l’on peut par suite écrire 


Portant dans (33), on voit immédiatement que cette équation peut 
encore s’écrire 


hy a, = oO fa) 
n 
2 
7 75 PE. Oo 
5 ft 
20 
fi 4 ez 
LUTTE lim DEA n 
ie PAT I 
ou 
u CARE er al secs) Spe) 
/ ae — 
Pig re te ncreerennetmasoweeees: Ke A) 
(3 1) 1 n 


Ann. Ec. Norm.. (3), LIV. — Fasc. 2. 
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avec F 
[9 (30 Sty +) En) < 5K, 


où K est une constante indépendante de 34, 3,,..:, 34 et den. 
. D'autre part, comme | 3;|<1, on a évidemment 4 


I I 
bee Sie ; 
x  \3,—3,)/ 2+2x 


TX 
2+ x 


d’où 


x æ 
— — Da = 
[Al=Flal2> |ae|2 ’ 


et, d’apres (34), 


35 x ay 
(39) 2 ae ee 


ce qui donne une borne supérieure pour 2, et, par suite, pour 

A(n, m) —1, dés que le second membre de (35) est inférieur a 1, 

c'est-à-dire pour n > K; on voit ainsi que A(n, m) — 1 tend vers 3éro 
1 


moins aussi vite que (- eS. la formule A(n, 2) = vai ntl 
En , : ba n ; Fa RP n +1 


d’ailleurs que cette limitation n’est pas la meilleure possible. 


montre 


22. En généralisant encore la méthode précédente, nous allons 
montrer que L,(n, m, p, 7) tend vers un lorsque, m restant fixe, p, q 
et n croissent indéfiniment de sorte que n — p etn — q soient bornés. 

Soit, en effet, R un nombre quelconque tel que 1 <R <L,. Si l’on 
prend pour ensemble A le cercle unité |z|<1, et pour ensemble D le 
domaine circulaire | z|>R, on a, par définition, en tout point 3, de la 
couronne circulaire 1<|3|<R, 


(36) A(59)2 +1, 


ou y= (m+1)(n—1)—p.(p, g). Nous supposerons p<q (s'il n’en 
était pas ainsi, on transformerait D et A l’un dans l’autre par une 
homographie, et le raisonnement qui va suivre s'applique alors de la 
mème manière), et nous prendrons 


as 
Soit Q une fraction de la classe C(p, g, D, A) pour laquelle 
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(30, P, Q)=AX(z,), et soit (3 — 3,)° la plus haute puisssance de 
3— 2, divisant P etQ; onac=v<a<v+™m, sans quoi, d’après les 
formules (14) et (16) et la valeur de 9,(p, q), l’inégalité (36) ne serait 
pas vérifiée. Si l’on pose 


re QU) 
P,(s)= ———, = ’ 
1 ) (3 — 3,)° Q,(z = (5 —2,) 


il existe donc un polynome R, de degré m—1 au plus tel que 
P,+Q,R, ait un zéro d'ordre a —(m-+1)o+ m +1 au moins en 3,. 
Comme Q,(3,)540, et que P, a un zéro d'ordre & — 6 en 3, R, a 
un zéro d'ordre o—o également en z,. Divisant P,+Q,R, par 
(3 — 3,)7 7, on voit done qu'il existe quatre polynomes P,, P;, Qu, Q; 
tels que P,P, + Q,Q,; ait un zéro d’ordre +m+i—mo— au 
moins en 35, Ps étant un polynome de degré p dont les zéros sont 
dans D, Q, un polynome de degré qg dont les zéros sont dans A, P, et Q; 
des polynomes de degrés respectifs au plus égaux an—+ m— p—i—o 
etn + m—q —1-—a; de plus ces polynomes nes’annulent pas en =). 
Si l’on pose 
= (+ re p 1 0) + (ns m—¢q—1— dB), 


+ est borné par hypothèse, et d’autre part on vérifie sans peine que 


(37) p+m—(mao+w)2Y+i. 


Q,Q:; 
Cela étant, en dérivant la fraction + ie pour laquelle z, n’est ni un 
zéro, ni un pôle, on voit que la fraction 
pt es pale 


maso le 


3 


a un zéro d'ordre su + m—(mo-+ @) au moins au point 34. 
Par suite, si l’on pose 


ES 
Q 


= C+0 (3 — 30) +. + Gay, (5 — 5) + 


Rx 


et 
Lata ey ea PAL (eee) 


PE: ., 3, désignant les zéros de Q, et z;, Se ceux. de Ps 00 


19 ae i 
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a, d’après (37), les relations 


= Ci, ua = GC, +) Uyi = Cys. 


‘ 


Mais on a, d’autre part, le lemme suivant : 


Lemus 4. — Soient A, B deux polynomes de degrés respectifs au plus 
égaux à à et B, et tels que A(0).B(0) 40. St l’on considère la série de 
Maclaurin 


Ras 
7 esta =a, ass eo i eH 


il existe entre a,, @:,..., @a:8+1, une relation algébrique isobare à 
coefficients ne dépendant que de « et 3, de la forme 


(38) poe FA) Gases, Carter) 


où F est de poids r et de degré inférieur à r par rapport à a,, a:,..., 
COPRSCENE ; 
f 


A’ à Es 
En effet, comme — est entièrement déterminé par les a+ 8 


VE 
A B 
zeros de A et B, il est évident qu’il existe une relation algébrique 
entre 4,4, ..., 4,841 à coefficients numériques fonctions de a et B, 
et le changement de = en ¢z montre de suite que cette relation est iso- 
hare. Tout revient a établir qu’elle est de la forme (38), c’est-a-dire 
contient un terme en a’ à coefficient différent de zéro. Or, s'il n’en 
était pas ainsi, la relation serait vérifiée pour 


a, 0; = He. Ae 8441S 0, 


autrement dit il existerait deux polynomes A, B du type voulu, tels que 

A! -B BA'—AB'— «AB . ; 

ATE “=a — ait un zéro d'ordre +.B +1 au 

moins à l'origine, ce qui est évidemment impossible si l'on n’a pas 

a; —= 0, BA'— AB'= 0, d’où C. G:F. D. 
Appliquons le lemme en prenant 


A(s)=Q,(s +3), B(s) =P,(z,+ 2), 


pers cire x . 
d'où a 4+- 8 = +. On a donc une relation de la forme 


(39) USE CARRE SR 
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Or, ona 
I I 2 
ee eee = 2 Ses 
= het % oes LUS 
I I , 


(==; TOI 


— | = —— 
3; 291 R=\5)| R— 1: 


Donc, si l’on pose 


(4o) En Vh ER tie ae je 


ona 
| ea} Su. 


Portant dans (39), et tenant compte du fait que cette relation est 
isobare et que F est de degré inférieur a r, il vient 


I 
oa 
7’, À q O(»,, Poy recy Py41)s 


et l’on a, quels que soient g et R, |O|<M, où M est une constante ne 
dépendant que de l’entier +. 


Mais on a 
"ul I I 
2: < = (eS ORALE 
tas le Sot! Pil ecg Re 
I I I A 
=A CR : < = NA AA 
pre 3 +R ee = R—s&, (y Lee P) 
ou 
q P q(R—1) 4q(R—1) 
> #3 gs NE MANGA IE ES À MR a oe TES PE hs ae 
ee a eh fo a ea) Fe BGR 


1 
M\? 
et, par suite, comme |¢, £(+) : 


1 
(R =v? ¥ M\” 
ue RER Enr) 

Remarquons maintenant que 7 et M, qui ne dépendent de y, ne 
peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs, puisque y est borné. 
L’inégalité (41) montre donc bien que R — 1 tend vers zéro avec 7 
et comme R est un nombre quelconque compris entre 1 et Ly, cela 
démontre la proposition. 
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Remarque. Le théorème précédent peut devenir inexact lorsque 
n— p et n—q peuvent devenir infinis avec 7 : on le voit par exemple 
en remarquant que l'on a ; 


(42) L,(n', m, p, q)2L,(", Mm, P; 4) 


sin'>n, et par suite que, si L,(n, m, p,q) > 1 et sin’ croit indéfi- 

niment, p et q restant fixes, L,(n', m, p,q) ne tend certainement pas 

vers un. La démonstration de l'inégalité (42) est immédiate : Si = 

est une fraction du type (n, m) et de classe C(p, q,D,A) telle que 
k(s, P, Q)2(m +1) (n —1) — p: (p,q) +1, 

et si l’on pose 


P,(s)=(s—%)"—"P(s), Qa, () = (4 — 5)" *Q(s), 


7 est du type (n’, m) et de la classe C( p, g, D, A), et l'on a 
K(5y; P,, Qi) =A (50, P, Q) 
+ (m+ 1) (n'’— n)2(m +1) (n’'— 1) — p:(p, 9g) +1. 


23. Nous ne nous sommes occupés jusqu ici que de la détermination 
du nombre p(p, g, D, A). Une fois trouvée la valeur de ce nombre, il 
reste à déterminer, pour chaque entier ro, les ensembles E, conte- 
_nant toujours r zéros au moins de ®(P, Q, m) pour toute fraction de 

la classe C(p, g, D, A). Il se pose là toute une série de problèmes dont 
on n’a abordé jusqu’à présent qu’un très petit nombre de cas parti- 
culiers, et dont la difficulté est d’ailleurs très grande. Nous nous bor- 
nerons ici à quelques remarques sur ce sujet. 

I suffit évidemment de déterminer les ensembles minima E;, c’est- 
à-dire tels qu'aucun sous-ensemble de E*, diffèrent de E*, ne soit 
un E,. Il peut y avoir plusieurs ensembles minima E*, et même une 
infinité de tels ensembles; nous en verrons un exemple plus loin. Un 
cas intéressant est celui où r — 9 = (m-+1)(n—1); l'intersection de 
tous les ensembles E, est encore un E,, et par suite c’est le seul 
ensemble minimum Ey. 


Dans le cas général, les E, contiennent tous un même ensemble H,, 
l’ensemble des points 3, où 


À (So)2(m +1) (nr —1) —r + 


chi 
RS ee 


vel 


LR 
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a après la définition de À(z,); cet ensemble peut éventuellement être 
vide. Écartons le cas b, sans intérêt (il y a alors un seul E’, identique 
à D et A); si g=o, H, contient toujours D, et si p<m, H, contient 
toujours A; sig >0o, p > m, H, contient toujours l'intersection de D 
et A; de plus, lorsque r—12m(q—1),H, contient D, et lorsque 
r—12p—m, H, contient A. Si H, est lui-même un ensemble E,, c’est 
évidemment le seul ensemble minimum E* : nous en verrons un cas 
plus loin. | 

Remarquons encore qu’un ensemble E, contient toujours l’un ou 
l’autre des ensembles D, A: sinon, il existerait un point a de D et un 
point 6 de A n’appartenant pas à E,, et, en considérant la fraction 


ze NT] à > 7” = 

cS a on voit qu'elle appartient à C(p, g, D, A) et que sa 
dérivée m°" n’a pas de zéros distincts de a et b, contrairement à | ‘hy- 
pothèse. 


Enfin, s’il existe une transformation homographique laissant inva- 
riants D et A, elle change tout ensemble E, en un ensemble E,, et tout 
ensemble minimum E; en un ensemble minimum. Lorsque D et A sont 
des domaines circulaires, 11 existe une infinité de telles transforma- 
tions, dépendant d’un paramètre réel; lorsque p£m et que A est 
un domaine circulaire, il en existe une infinité dépendant de trois 
paramètres réels; de même lorsque g—0 et que D est un domaine 
circulaire. 

Il est clair que, si un ensemble est un ensemble E, pour les frac- 
tions de type (2, m) et de classe C(p, q, D, A), c’est aussi un 
ensembleE, pour les fractions de même type et de classe C(p,,q,,D,,4,), 
lorsque 

- Pa2P; W127) D,CD, ACA. 

De même, c’est un ensemble E, pour les fractions de type (n,,m) et 
de classe C(p, q, D, A), lorsque n, <n, car une telle fraction peut tou- 
jours être considérée comme une fraction de type (nr, m) dont n—n, 
pôles et n — n, zéros sont confondus en un point n’appartenant pas 
à E.. 

Ces deux propositions sont inexactes en général pour les ensembles 
minima E; : un tel ensemble cesse d’être minimum lorsqu'on remplace 
P, 9, n, D, A par pi, Ji, ™%, D,, A,. Signalons pourtant un cas où les 

10% 
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ensembles minima sont les mêmes pour différentes classes de frac- 
tions: c’est le cas où p+m+i<g et où D contient un ensemble 
ouvert Q contenant A. Dans ce cas, les ensembles E; relatifs à la classe 
C(p, g, D, 4) sont les mêmes que pour la classe C(g, A). 

En effet, soit ~ une fraction quelconque de la classe C(g, A); soit 


R(z) un polynome de degré m —1 ayant tous ses zéros dans A, et pre- 
nons le nombre À assez petit pour que les g+m—1 zéros de 
IH —ÀP + QR, qui tendent vers les zéros de QR contenus dans A, 


, : Il À 
lorsque À tend vers zéro, soient tous dans Q. 0 est alors une fraction 


de classe C(p, g, D, A) et les zéros de ® (P, Q, m) sont identiques aux 
zéros de ®(il, Q, m), ce qui démontre la proposition. 


24. Donnons maintenant quelques exemples de détermination d’en- 
sembles E,. 

Lorsque p=n+m—1,q=N, et que D et A sont deux domaines 
circulaires tels que K(D, A) > L,(n, m, p, 7), la méthode développée 
aux paragraphes 20 et 21 montre que la connaissance de la cons- 
tante A(n, m) détermine complètement le domaine minimum E; (qui 
est ici unique et par conséquent invariant par une transformation 
homographique laissant invariants D et A). Les domaines minima E; 
correspondant aux entiers r<_¢ sont évidemment contenus dans E>. 
Dans le cas particulier où m=1, le théorème de Bôcher cité plus 
haut (§ 19) montre que, pour r > n—1, il y a un seul ensemble E;, 
formé de la réunion de D et A; pour r£n—1,ily a deux ensembles 
minima E*, à savoir D et A. 

Un autre cas où l’on peut déterminer les ensembles minima, est celui 
OÙp—0,q—=n,r—=1, et où À est un domaine circulaire. J'ai montré 
alors (') que H,, qui est ici identique à A, est un ensemble E,, et par 
suite le seul ensemble minimum E*. La démonstration repose essentiel- 
lement sur la formule 
(43) F,(5x)  m+1 Q"( 54) 


Fintsey = 2 Q’( 5x)’ 


où =, est un zéro simple de Q(z). Cette formule s'établit aisément par 


() ©. RB. Aen, Sc, 198, 1934, p. 1966-1967, et 203, 1936, p. 767-769. 
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récurrence, à partir de la relation 


(44) F4 (m +1) Q'F,—QF,, 


et de celle qu'on en déduit par dérivation. [Remarquons en passant 
que cette relation, jointe à la représentation (6) de F,, par un déter- 
minant, montre que F,, est égal à ce déterminant où on a remplacé la 
dernière ligne par 


Pin+t) real Gi Qi) ps Ge a) 


Lorsque m =1, on peut montrer de plus qu'il existe des fractions 
de la classe C(n, A) dont la dérivée a un seul séro dans A; autrement 
dit, pour r >1, tout ensemble minimum E* contient au moins un 
point extérieur à A. Cette remarque permet de montrer qu'il existe 
dans ce cas une in/inité d’ensembles E’; en effet, on peut toujours, par 
une transformation homographique laissant invariant A, supposer 
qu'un tel ensemble E; ne centient pas le point al’infini, et qu'il admet 
des points sur le segment (1,+ æ) de l’axe réel. Soit ¢ la borne supe- 
rieure de ces points. La transformation homographique 


Sid 


= (aréel, o<a<1) 
I+ as 


laisse invariant A et transforme E° en un autre ensemble E° dont les 


points situés sur (1, +) ont pour borne supérieure A lorsque 
a varie entre o et 1, tous les ensembles minima ainsi obtenus sont 
donc bien distincts. 

ll est probable que dans le cas oùp—n+m—1,q—o, et où D est 
un domaine circulaire, H,, qui est ici identique a D, est encore un 
ensemble E,; mais je ne suis pas parvenu à démontrer ce théorème 
dans toute sa généralité. 

Lorsque m=1, c'est une conséquence du théorème analogue relatif 
à la classe C(n, A), vu le rôle symétrique que jouent dans ce cas les 
zéros et les poles. Un autre cas où on peut l’établir est celui où n= 2, 


et par suite 
(m+1)(n—1)=mM+1=p=nrn+m—t. 


Le théorème résulte en effet dans ce cas du fait que les polynomes 
P et F,,= ®(P, Q, m) sont apolaires. Pour établir cette proposition, il 
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y a lieu de distinguer deux cas, suivant que les deux zéros de Q sont 
distincts ou confondus. S'ils sont distincts, on peut toujours supposer, 
par une homographie, que ce sont les points z =o et z—, et par 
suite, que 


a 
5 = b,3" + b,zr 1 +. . et bmt — 
d’où 
P = b,2"+'+ b,2"+...+ bn3 + a, 
et 


Fn=(—1)"[m! by smtt + (—1)™m! 4, ], 


Si les deux zéros de Q sont confondus, on peutles supposer à l'infini, 
et alors 
=P=b,2"+1+ ban... + bn + Omi 


et 
F,= (—1)"[(m+1)! 893+ m! ,). 


Dans les deux cas, la vérification de l’apolarité est immédiate. 


25. Pour terminer cette étude, nous allons reprendre un des résul- 
tats obtenus ci-dessus pour l’examiner sous un point de vue légére- 
ment différent. 

Nous avons vu que, pour la classe C(g, A), on a p=m(q—1). 
Lorsque A est l’intérieur d’un cercle, ce résultat peut s’exprimer de la 
façon suivante : Si l’on suppose les q nombres 3,, 3:, ..., 3q intérieurs à 
un cercle À, l'équation 
(45) Sa - DCE aoe apt res ek = 
a toujours m(q—1) 3éros bornés, quelles que soient les valeurs 
JON, Ba ClOy, dr ant}: 


(1) Pour q = 2, ce résultat présente une certaine analogie avec un remarquable théorème 
de M. Fekete (Math. Zeitschrift, t. 22, 1925, p. 1-7), d’après lequel, si z1 et z: sont 
intérieurs à A, l'équation 

ay as an 


= + bis Soke 
a eM Z — Ze ‘ B= Zn 


—= O 


a toujours un zéro borné, quels que soient 23, z,, ..., Zn, et quels que soient les nombres 
positifs a1, d2, ..., an. Ce résultat, qui généralise le théorème de Grace-Heawood, serait 


naturellement inexact si l’on y faisait aucune hypothèse sur &, ao, ..., dn, comme dans 
le théorème du texte. 


3 


rs 
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En particulier, pour g =n, on voit que Si Z,, 3, ..., 2, SOnt bornés, 
il y a au plus (7 —1) zéros non bornés de l'équation (45), lorsque 
di, ds, ..., 4, varient arbitrairement. 

On peut encore exprimer cela autrement :six,,æ,, ...,æ,sontn 
zéros (supposés distincts) de (45), on a la relation 


(2% — Sue) (res PA PE PCR) nt 
D tsi) = (ee By ae ag yr ee (LI "ane | tg 
(Æn — ZA ÿ 2 (Æn — Zo Ver (Zn — & Ja 


Le numérateur de cette fraction rationnelle, divisé par les déter- 
minants de Vandermonde de æ,, 2, ..., æ, et de 3,, 32, ..., 3, est 
un polynome S,.,,(æ:; Va, ..., Æns 31, 33, ..., 3n): homogène et 
de degré mn(n—1) par rapport à l’ensemble des variables, de 
degré m(n — 1) par rapport à chacune d'elles, symétrique par rapport 
aux x; et par rapport aux z;; enfin, la relation S,,,, — o reste la même 
quand on permute les x et les z de même indice (‘). On sait de plus (*) 
que cette relation n’est pas une apolarité généralisée, c’est-à-dire qu’il 
peut exister deux domaines circulaires A, A’, de constante de sépara- 
tion K(A, A’)>1, et contenant respectivement tous les x; et tous 
les 3;; mais le théorème rappelé ci-dessus montre que, si A et A’ ont 
cette propriété, leur constante de séparation K(A, A’) est inférieur à un 
nombre fixe G(n,m) ne dépendant que de met n. 

Ce point de vue conduit à étudier de la même manière, les relations 
entre les points 3,, 32, ..., 3, et les zéros de l’équation 


(46) 4, (2 — %)*+ a,(% — 3) +... + an(z — 2n)*=0 
dont l’analogie formelle avec (45) est évidente. Si k<n —1, ces deux 
groupes de points n’ont entre eux aucune relation indépendante 


des a. Si k>>n—1, on obtient, comme ci-dessus, une relation 
entre 34, 32, .. +» Zn» €t m ZËTOS Ty, Las ..., En de (46) 


(47) Rg( 2), Las des Ln5 215403 +.) Zn) — 0, 


(2) Voir J. DIEUDONNÉ, Sur le théorème de Grace et les relations algébriques analogues 
(Bull. Soc. math. de France, t. 60, 1932, p. 173-196). La relation S,,,;= 0 est encore 
vérifiée si quelques-uns des æ;, ou des z;, sont confondus. 
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en divisant, par les déterminants de Vandermonde des 2; et des 3; la 
relation 


(an— 3)... (Æn— %n)* 


R, est ici un polynome homogène et de degré n[#—(n—1)] par 
rapport à l’ensemble des variables, de degré £ —(n—1) par rapport 
à chacune d’elles, et avec les mêmes propriétés de symétrie que S,... 
De plus, pour £ = n, la relation R,=0 n'est autre que la relation de 
Grace; au contraire, pour # > n, ce n’est pas une apolarité généralisée 
[loc. cit., note (') de la page précédente]. Mais ici encore, st deux 
domaines circulaires A, A’ contiennent respectivement tous les x; et tous 
les z;, on a K(A, A’)<H(n, &), où la constante H ne dépend que den 
et k. 

Nous allons établir cette proposition par une méthode qui s’appli- 
querait aussi à la relation S,.,—0o. D’après les valeurs des degrés 
de R, par rapport à l’ensemble des variables, et par rapport à chacune 
d’elles, le seul terme de R, ne contenant aucun 3; est nécessairement 
de la forme (a2,a,...ax,)*""-"), tout revient à montrer que le coeffi- 
cient de ce terme n’est pas nul. Supposons, en effet, ce point établi; en 
divisant (47) par (æ,æ:...æ,)-"*!, cette relation prend Ia forme 
(Sn C+9(2 2, 2) =o, 
où Co et © est un polynome sans terme constant. S'il existait, quel 
que soit R°©+1, un groupe de points æ; et un groupe de points 3; 
satisfaisant à (47), et tels que 


| 5.|S1, |%|2R (és, Sois, ne); 
c’est-à-dire 
Zi 


Pe a 


I 


< 
SR? 


il en résulterait que + peut avoir une valeur arbitrairement petite, en 
contradiction avec (48). 

Tout revient donc à développer R, en fonction des z;et à montrer que 
le terme indépendant des 3; n’est pas nul. Or, si, dans D,, on développe 


beak Fe 
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chaque terme suivant la formule du binome 


LY ao) ER 
2 


w=? D: 


A Gui 2 = af — kai ts; + eT irre 

il est clair qu'on aura les termes de plus bas degré de D,, en y rem- 
plaçant chaque terme par les r premiers termes de son développement; 
mais le déterminant obtenu ainsi n’est autre, comme on le voit immé- 
diatement, que le produit 


k-n+A 


xh at ay 
ut. taxis i 
PRE as 
k(k—i hese 
1 —ks, ni Seat) ) Bp eee CS ——___+_____ : l. 
2 (A—n+1)!(n—1)! 
k(k—1 er 
ro) ke, Akos) ) 2 wee (1) ——___ 2 _____ . 
x 2 : (A—n+1)!(n—1)! 
a k{k—1)_, (— 1! ae des 
CO ata 2 RNCS (A—n+1)!(n—1)! 


Donc, après division par les déterminants de Vandermonde des 3; et 
des x;, il reste, pour terme de plus bas degré de R,, l’expression 


nina} VEE jar à pea a (k yee 2) 


i= 1) on—23n—4 (n ere 1) (2,25 eee Behe Ui 


ce qui établit la proposition. 

Pour les petites valeurs de n, la méthode employée permettrait 
même de calculer une limite supérieure de H(n, 4), en prenant une 
majorante pour ||. 

On peut aussi étendre à l'équation (46), lorsque # © n—1, une 
autre propriété de l’équation (45), à savoir le fait que st 3,, 22, ..., 3, 
sont dans un domaine circulaire A, il y a au moins un zéro de (46) 
dans À, quels que soient a,, dy, ..., @. 

C’est évident pour #—n, la relation entre x,, x, ..., x, et 
31, 39 .--, 3, étant alors la relation de Grace. Pour l’établir dans le 
cas où # > n, supposons que la proposition soit inexacte, et que, pour 
un système de valeurs a,, 4, ...,4,, l'équation (46) ait toutes ses 
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racines dans le nombre circulaire A’ complémentaire de A; on peut 
toujours, par une transformation homographique préalable, supposer 
que A’ est l’intérieur d'un cercle. 

Mais alors les dérivées successives de l’équation (46) auraient aussi 
leurs racines dans A’, d’après le théorème de Gauss-Lucas, et en parti- 
culier la dérivée d’ordre k-—n 


k(k—1), ...(k—n-+1) [ay (a — 4)" ay(3 — 2)... + an(s — Zn)"]=0, 


d’où contradiction. 

Il ne faudrait pourtant pas croire que l’analogie entre les équa- 
tions (45) et (46) soit complète. En effet, il n’existe rien d’analogue 
pour (46) a la proposition rappelée au début de ce paragraphe pour 
l'équation (45), lorsque g <n; car si un des 3; est arbitraire, par 
exemple z,, ainsi que tous les a;, on ne peut fixer d’ensembles conte- 
nant toujours des zéros de (46) et non identiques au plan tout entier, 


puisque pour 
Cg ee OO Hit 


cette équation se réduit à 


(5 — 3h)" —=0. 


SUR LA 


THÉORIE DES FONCTIONS MÉROMORPHES 
DANS LE CERCLE UNITÉ 


Par M. Henrt MILLOUX 


(Bordeaux). 


INTRODUCTION. 


Ce Mémoire comporte deux parties; la première traite de fonctions 
holomorphes ou méromorphes jouissant de propriétés spéciales; dans 
la deuxième, j’effectue certaines recherches sur les fonctions méro- 
morphes les plus générales. 


Première partie. — On sait que si une fonction f(z)estholomorphe 
dans le cercle unité, et ne prend ni la valeur o ni la valeur 1, elle satis- 
fait à l'inégalité 
(E) EG —r)log| f(re) |< Alog|f(o) |+ 4, 
ou k désigne une constante numérique positive. C’est l'inégalité 
de Schottky-Landau, qui ne peut étre améliorée. Remarquons ici que 
la fonction f(z) est inférieure en module à | f(o)| sur un arc de courbe 
issu de o et aboutissant a la frontiére du cercle unité. 

Supposons que la fonction f(z), holomorphe dans le cercle unité, 
prenne n fois la valeur o et p fois la valeur 1, et conservons pour| /(3)| 
une hypothèse de majoration analogue à la précédente; par exemple 
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supposons que l'inégalité 
Lf(I<M 

soit vérifiée sur un arc de courbe issu de o et traversant le cercle |3| = = 
En m’appuyant d’abord sur la deuxième inégalité fondamentale 
de R. Nevanlinna, ensuite sur le théorème de Boutroux-H. Cartan 
étendu à la métrique non euclidienne, enfin sur une conséquence de 
l'inégalité de Carleman, j'obtiens, pour la fonction /(s) étudiée, une 
inégalité qui se ramène exactement à l'inégalité de Schottky-Landau 
lorsque n et p sont nuls (vor énoncé du théorème II). 

Ce théorème de Boutroux-H. Cartan étendu à la métrique non eucli- 
dienne (voir Chapitre I, théorème B) joue ici un rôle fondamental, 
aussi heureux dans ses conséquences que le théorème de Boutroux- 
H. Cartan proprement dit l’a été pour certaines théories concernant les 
fonctions méromorphes dans le plan. Il permet en outre ici d'élargir 
l'hypothèse de majoration faite sur /(z), de traiter aussi facilement le 
cas des fonctions méromorphes prenant n fois la valeur o, p fois la 
valeur 1 et g fois la valeur infinie (vozr théorème II’, n° 81), d’obtenir 
un énoncé (théorème III, n° 30) permettant d'attaquer quantitativement 
et d’un point de vue finitiste certains problèmes résolus qualitativement 
et d’un point de vue infinitiste par M. Paul Montel : 

Rappelons que lorsque dans un domaine D une famille de fonctions 
holomorphes est quasi-normale d’ordre m, si chaque fonction est bor- 
née en m +1 points, la famille est normale dans le domaine, donc 
chaque fonction est uniformément bornée dans tout domaine complè- 
tement intérieur; rappelons encore qu’une famille de fonctions holo- 
morphes dans un domaine D, où chaque fonction de la famille prend n 
fois la valeur o et p fois la valeur 1, est une famille quasi-normale dont 
l’ordre m est le plus petit des nombres n et p. 

Ici, Vintérét se porte sur l'individu, et non sur la collectivité. La 
fonction f(s) étant holomorphe dans le cercle unité, et prenant n fois 
la valeur o, p fois la valeur 1, on désigne par m le plus petit des 
nombres n et p, et l’on suppose | f(s)| limité supérieurement par M 
en m+ 1 points fixes; je démontre qu’aussitot les hypothèses font appa- 
raitre en conséquence un petit ure de courbe sur lequel la fonction se 
trouve bornée, de sorte que, immédiatement, nous voici ramenés 
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à l'extension du théorème de Schottky-Landau. Dans la borne géné- 
rale de | f(re™)| les influences de r et de la position des points où 
la fonction est supposée bornée semblent tout a fait satisfaisantes 
(voir théorème IV). 

M. Paul Montel a généralisé la propriété rappelée plus haut; suppo- 
sons que chaque fonction de la famille quasi-normale d'ordre m est 
uniformément bornée non plus en m+1 points, mais en moins 
de »m +1, mais introduisons en ces points les dérivées successives de 
la fonction, et en les bornant de la même façon de manière que le 
nombre total des bornes soit encore m» + 1 ; M. Paul Montel démontre 
que la famille est eneore normale. Ici, même succès, dans l’étude 
de chaque individu; même méthode de travail, qui consiste à faire 
apparaitre un arc de courbe sur lequel la fonction est bornée (voir 
théorème V). 

Au lieu de supposer simplement la fonction f(s) bornée en les points 
d’un certain ensemble, on peut préciser cette hypothèse en admettant 
que la fonction f(z) se rapproche beaucoup d’une valeur donnée a; on 
obtient alors une limitation de /(3) — x dans le cercle unité (voir 
théorème VI). 

Le but de ces diverses recherches est la imitation du module de f(z). 
Au Chapitre III pour les fonctions holomorphes, ou au Chapitre IV pour 
les fonctions méromorphes, je recherche, en conservant les hypothèses, 
une majoration de l’ëndice caractéristique T(r, f). Les résultats obtenus 
sont tout a fait satisfaisants (vorr l’énoncé du théorème VIII, n° 69). 

Est-il vraiment si nécessaire de conserver toutes les hypothèses de 
majoration de f(z), dans le cas d’une fonction méromorphe prenant n 
fois au plus chacune des valeurs o, 1, «©, pour obtenir une majoration 


de l'indice caractéristique? Non, car si dans le cercle |z|= - par 


exemple, la fonction / est inférieure à r sur un ensemble de points très 
I 
/ 
presque tout le cercle. On obtient ainsi une majoration de l'indice 
caractéristique valable dans des conditions plus générales (vor énoncé 
du théorème X, où les quantités 0, 1, © sont remplacées par a, b, c). : 
On s’achemine ainsi vers la deuxième Partie. 


réduit, on passe à la fonction =, laquelle est alors inférieure à 1 dans 
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Deuxième Partie. — Un premier Chapitre traite d'une majora- 
tion n(r, «) du nombre des zéros de 9 —« dans le cercle [s|=7, 
lorsque dans le cercle unité la fonction méromorphe + prend m fois au 
plus chacune des trois valeurs a, 6, ¢, dont les distances sphériques 
prises deux à deux sont au moins égales à 6 (voir théorémes XI] et XII’, 
n°° 99 et 102). “8 Pr 

Au Chapitre II cette majoration est utilisée à l'étude des cercles de 
remplissage des fonctions méromorphes dans le cercle unité. Les 
résultats les plus saillants sont les suivants : | 

On sait qu'une fonction 9 satisfait au théorème de Picard si elle 
satisfait à la condition 

—— T(r, 0) 
lim ————— — x 
[ 
log 


IT 


Je démontre ici qu’elle admet une suite de cercles de remplissage 
vus du cercle unité sous des angles tendant vers zéro, et dans cette 
suite de cercles le théorème de Picard est vérifié, lorsque est réalisée 
la condition 

— T(r, 9) 


lim : 
log 


00, 


| al à 


Ce résultat est tout a fait analogue au résultat déja connu des fonc- 
tions méromorphes dans le plan, où dans ce qui précède, l’expres- 


sion log est remplacée par log r. Mais dans le plan, on connait des 


1 RE te 
exemples (fonctions d’Ostrowski) montrant qu'il est impossible d’ob- 
tenir mieux; pour les fonctions méromorphes dans le cercle unité, ces 
exemples, s'ils existent, sont encore à trouver; il semble même, pour © 
diverses raisons, que l’analogie avec les résultats dans le plan n’est 
qu'apparente et due au genre de méthodes employées; la condition 
entrainant la véracité du théorème de Picard entraine peut-être aussi 
l'existence des cercles de remplissage. 

Pour les fonctions méromorphes d'ordre fini, certaines propriétés 
dues à M. G. Valiron sont retrouvées (voir notamment théorème XVI, 
n° 107); elles concernent le nombre des zéros de 9 — @ dans chaque 
cercle de remplissage, et les rayons de ces cercles. 
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Enfin, l’étude des fonctions méromorphes 9 d'ordre fini o (voir défi- 
nition au n° 107) a conduit M. G. Valiron à démontrer l’existence sur 
le cercle unité de ce qu’il appelle un point de Borel d'ordre 5 +1, 
si r (x) désigne le module d’un zéro de 9 — à situé au voisinage de ce 
point, la série 

X[1— r(a) ]eri- 
est divergente, sauf pour deux valeurs au plus de «. 

M. Valiron appelle pornt de Borel direct un point A où la série précé- 
dente diverge (sauf au plus pour deux «) dans le voisinage de A, mais 
restreint à un angle de sommet A dont aucun côté n’est tangent au 
cercle unité. Il démontre que, dans ce cas, il existe une suite de cercles 
de remplissage tendant vers A, vus du cercle unité sous des angles 
tendant vers zéro, et dans l’ensemble desquels la série étudiée diverge 
toujours (sauf pour deux « au plus). 

Les méthodes employées ici permettent non seulement de retrouver 
cette propriété, mais de l’étendre à une catégorie de points de Borel 
plus généraux que les points directs. En outre, pour les points non 
directs les plus généraux, je démontre l'existence d’une suite de cercles 
de remplissage où diverge la série 

Z[1—r(x)|P—+, 


sauf pour deux valeurs au plus de ~. 


de 
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PREMIÈRE PARTIE. 


AUTOUR DU THÉOREME DE SCHOTTKY-LANDAU. 


CHAPITRE I. 


MATÉRIAUX DE BASE. 


{. Première base fondamentale. — Constituée par la deuxième 
inégalité de Rolf Nevanlinna. Nous la prendrons sous la forme précise 
suivante, donnée par M. G. Valiron (') : 


Tnéorème A. — Soit F(z) une fonction méromorphe pour |3|£<R; on 
suppose F(o) et F'(o) différents de o et de »; et de plus F(o) différent 
de 1. Alors l'indice caractéristique Y(r, F) satisfait, pour r inférieur 
aR, à l'inégalité 


Cr Te P) <3] NOR, 014 N(R 1) + N(R, 2) + hod + 
a, er * R 
+ rolog | F(o)| + 5lox presse + 14 lox — 
+) 


2. Deuxième base fondamentale. — La théorie des fonctions méro- 
morphes dans le plan est redevable de nombreuses et belles propriétés 
à une large utilisation du théorème de P. Boutroux-H. Cartan. Il s’agit 


du théorème suivant : 


Soient dans le plan, n points P;.'L'ensemble des points M du plan pour 
lesquels on a l'inégalité 


X log MP,£ n logh, 


peut étre enfermé dans des cercles, qu’on peut supposer tous extérieurs les 


(1) G. Vatirnon, Directions de Borel des fonctions méromorphes | Mémorial des Sciences 
mathématiques, formule (124). Consulter ce livre pour la définition des indices employés ici. 
y 


os sh) 
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uns aux autres, et dont la somme des rayons est inférieure à 2 eh. 
Ces cercles sont appelés cercles d'exclusion. Ils sont en nombre au plus 
égal à n. 


Cette utilisation a été effectuée non seulement dans le plan, mais 
aussi sur la sphère de Riemann, lorsque l'on y a représenté les valeurs 
de la fonction méromorphe étudiée. Nous reprendrons ici accessoire- 
ment cette dernière utilisation. Il est superflu de démontrer le théorème 
de Boutroux-Cartan sur la sphère. Il résulte, soit par inversion, du 
théorème initial, soit par démonstration directe identique. 

Ce que nous entendons ici par deuxième base fondamentale, c'est 
une propriété analogue au théorème de Boutroux-Cartan, mais établie 
dans le domaine non euclidien que constitue l’intérieur du cercle unité. 
Elle s’énonce ainsi : 


TuEorEME B. — Soient deux points A et B d’affixes x et y, intérieurs 
au cercle unité. On appelle pseudo-distance (AB) de ces deux points la 
quantité 


il € 60 


et pseudo-rayon d’un cercle la pseudo-distance (constante) qui sépare le 
centre non euclidien de ce cercle d'un point quelconque du cercle. 

Soient n points P; intérieurs au cercle unité. L'ensemble des points M 
(intérieurs au cercle unité) pour lesquels on a l'inégalité 


ZE log(MP;)<n log, 


peut étre enfermé dans des cercles, tous intérieurs au cercle unité, qu'on 
peut supposer extérieurs les uns aux autres, et dont la somme des pseudo- 
rayons est inférieure à 2 eh. Ces cercles seront appelés aussi cercles 
d'exclusion. Ils sont en nombre au plus égal an. 


Cette propriété jouera dans toutes les théories qui vont suivre, un 
rôle absolument capital. On trouvera la démonstration dans un récent 


mémoire ('). 


(1) H. Mintoux, Sur une extension d'un théorème de P. Boutrour-1l. Cartan ( Bult, 
de la Soc. Math, de France, 1937). 
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3. Nous utiliserons aussi la propriété suivante : Toute couronne 


circulaire 
rsl|zisr’, à 


satis faisant à la condition 
1— 7 1+2eh |? 
ae 5 SP ees SES 
1—r’~|1—2eh 


contient au moins un cercle de centre 0, dont tous les points sont hors des 
cercles d'exclusion. 


La démonstration se trouve dans le Mémoire qui vient d’être cité. 
Elle résulte de l’étude de la pseudo-distance des cercles de la couronne. 


3 3 = I ww Be 
Application numérique. — Pour h= —. on trouve que la condition 


1 — 


précédente est réalisée si — 


| à 
= dépasse ou atteint 


El or 


4. Indiquons que le produit des quantités (MP;) s’appelle aussi 
produit de Blaschke relatif aux points P;, pour le point M. 


5. Il n’est pas indifférent de signaler une autre démonstration, trés 
simple, de cette deuxiéme base fondamentale, a partir du théoréme de 
Boutroux-Cartan. Il est vrai que dans cette démonstration la somme 
des pseudo-rayons est majorée par kh, & étant une constante numé- 
rique supérieure à 2e. 

Voici cette démonstration : 

Les pseudo-distances, pseudo-rayons ne sont pas modifiés par une 
transformation homographique du cercle unité sur lui-même. 


é hea He À I 
Amenons le point M à l’intérieur du cercle || = set classons les P; 
en deux groupes : ceux, en nombre m, intérieurs au cercle {s/= D et 
les autres. 
Lorsque l’un des points A ou B est intérieur au cercle |z| — =, le 
2 


rapport de la pseudo-distance (AB) à la distance euclidienne est com- 
pris entre deux constantes numériques. 
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Pour le deuxième groupe de points P;, on a donc: 


(MP,) > k, 


constante numérique inférieure à 1 et positive. 
D'où, pour tous les points M intérieurs au cercle | =| et ce 
deuxième groupe de points P,, 


2 log(MP;) > plogk>n logk. 


Il nous reste à étudier le premier groupe. Il suffit de remarquer que 
si l’on applique le théorème de Boutroux-H. Cartan à ces points P,, 
et pourvu qu'on choisisse À suffisamment petit, les cercles d’exclusion 
relatifs à ces points sont certainement intérieurs à un cercle intérieur 


au cercle unité, par exemple au cercle | z| = Z. 
Alors on a l’inégalité 


Zlog(MP;) > mlogh>nlogh, 


sauf pour des points M intérieurs à ces cercles d’exclusion, dont la 
somme des rayons euclidiens n’atteint pas 2 eh. 

Il ne reste plus qu’à noter que le rapport d’un rayon à un pseudo- 
rayon d’un tel cercle est compris entre deux constantes numériques 
positives, et la démonstration est achevée. 

Pour limiter le nombre des cercles d'exclusion, même séparation en 
deux groupes et même conclusion. 


6. Troisième base fondamentale. — Rappelons un théorème qui 
a rendu également d'importants services dans la théorie des fonctions 
méromorphes dans le plan, et principalement dans la théorie des 
fonctions entières : 


TaéorÈmME C. — Soit f (z) une fonction holomorphe dans le cercle 
unité, et de module inférieur à 1. On suppose le module de f(s) inférieur 
à m sur un arc de courbe issu de l’origine et gagnant la frontière du 
cercle. Alors dans le cercle |z|=r, on a l'inégalité 


(2) log |f(3)| <A(1—r) logm; 
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fase. 3. 21 
11% 
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k est une constante numérique positive, dont la valeur exacte est 
= = ("). 
T 4 
7. CoroLLarme. — Soit f(z) une fonction holomorphe, privée de zéro 
et de module inférieur à 1 dans le cercle unité. Entre les valeurs de la 
fonction en deux points À et B, on a la double inégalité 


zs log f(A)| | 1 (AB), 
1— (AB) ~ Tog] f(B)| r 


En effet, les membres extrêmes de ces inégalités sont invariants 
dans toute transformation homographique du cercle sur lui-méme. Si 
l’on amène par exemple B à l'origine, la pseudo-distance (AB) devient 
la distance euclidienne. 

La fonction étant privée de zéro est inférieure en module à | /(B)| 
sur un arc de courbe issu de B et gagnant la circonférence unité. Étant 
aussi inférieure en module à 1 dans le cercle unité, on retombe donc 
sur le théorème C. 


CHAPITRE II. 


FONCTIONS HOLOMORPHES DANS LE CERCLE UNITÉ, 
ET PRENANT 72 FOIS LA VALEUR O ET D FOIS LA VALEUR I. 
LIMITATIONS DU MODULE. 


8. Nous désignons par P;(1£<n) et Q;(7<p) les points où la fonction 
considérée, f(s), est égale respectivement à zéro et a1. Les cercles 
d'exclusion relatifs aux P; sont désignés par y(0, A); ceux des Q,, 
par y(1, ). 

Nous serons amenés ultérieurement à donner une valeur variable 
à 4; mais pour le moment, fixons cette valeur à une constante 


numérique assez petite : prenons h = —. 
100 


(1) Poir E. Scumipt, Uber den Milloux schen Satz (Sits. der Preuss. 4k. der Wiss. 
Phys. Math. klusse, XXV, 1932). 

Consulter te livre de R, NEVANLINNA, Eindeutige analytische Funktionen, pour d’autres 
démonstrations. L 
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Ainsi la somme des pseudo-rayons des Yo, =) est inférieure 
Le a I 
à z-» de même que celle des r(x, =): 

Nous aurons aussi à envisager les cercles d’exclusion relatifs à la 
fois aux points P et Q. Nous les désignerons par y(o, 1, /).' 


9. Nous considérons une fonction f(z) holomorphe dans le cercle 
unité, et de module inférieur à M sur un arc de courbe issu de O et 


aboutissant au cercle | |= -: Nous nous proposons de rechercher une 


I 
2 
limite supérieure de | f(3)| dans le cercle de centre O et de rayons r, et 
tout d’abord nous dennons à r une valeur numérique; pour fixer les 


- Je 8 
idées, r= —- 
Io 


Cette limitation a été résolue pour une valeur numérique plus 
faible ('). Nous pourrions aussi nous servir de l’étude effectuée 
par M. G. Valiron, et qui donne une limitation pour r littéral (?). 
(Cette limitation va ici être largement dépassée.) 

Comme nous allons souvent employer des raisonnements du genre 
qui va suivre, nous indiquerons rapidement les points essentiels de 
cette étude, qui va être reprise sur des bases élargies. 


10. Un premier cas est celui où la fonction /(3) a sa dérivée assez 
; 8 ee or 
petite dans tout le cercle |s|—= —- En particulier, si l’on sup- 
pose | /’(s)| inférieur à 1, dans tout le cercle de centre O et de 


rayon a | f(s) | est inférieur à M +1. 


11. Dans le deuxième cas, le maximum du module de la dérivée 
est donc supérieur ou égal à 1 en un point x au moins, de module 


inférieur à En Comme /(z) est holomorphe, cette propriété est 


réalisée sur un arc de courbe L issu de x et aboutissant au cercle 


(:) H. Mrcroux, Les cercles de remplissuge des fonctions méromorphes ou entières et 
le théorème de Picard-Borel (Acta Math., t. 52). 
(2) Voir le fascicule du Mémorial déjà cité. 
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unité. Or, L traverse des régions hors des cercles d’exclusion 
1(o1, aE et méme pour étre précis, et en utilisant BU 
numérique du numéro 3, on constate qu’en un point au moins hors 
des v(o.1, 5) et à une distance de l’origine moindre que 0,84, se 


trouve un point x’ en lequel |f’(z}| est supérieur à 1. Le cercle de 
centre O et de rayon x’ ne se trouve rencontré par aucun cercle 
d'exclusion. 


12. Sur l’arc de courbe issu de O, où |/(z)] est inférieur à M, existent 
également des points situés à moins de 0,5 de l’origine, hors des 


es I . 
cercles d’exclusion y(o1, a3)" Notons en passant qu’il en est plus 


généralement ainsi si l’ensemble E des points A où | /| est inférieur 
ou égal à M comprend des points, situés à moins de 0,5 de l’origine, 
ne pouvant être enfermés dans des cercles dont la somme des pseudo- 


d ñ 2e 
rayons ne dépasse pas —- 


Nous désignons par x” l’affixe de l’un de ces points et paræ le point, 
de même module que 2’, ayant même argument que 2”. 

L'un des arcs æ'x, (de centre O) est inférieur à 770,84 < 3. 

Joignons z’x,. Ni l’origine, ni l'extrémité ne sont dans les cercles 
d'exclusion. Mais le segment +’x, peut être rencontré par de tels 
cercles, qui, rappelons-le, sont extérieurs les uns aux autres. En cas 
de rencontre, on substitue à la corde intérieure l’arc du cercle 
d'exclusion le plus petit. 

De la sorte, on bâtit un chemin qui va de x” en 2’ en passant par’, 
entièrement hors des cercles d'exclusion, et de longueur totale 
inférieure à 6. 

Sur ce chemin, nous allons choisir, à partir de x”, le premier point, 
soit y, en lequel |f(:)| est supérieur ou égal a 1. Ce point peut 
être x”. Il peut être aussi +’ ou tout point intermédiaire. En tous cas, 
en ce point y on a les deux inégalités 


lf(y)|<M-+6, lf'(y)|21. 


Quitte à opérer une rotation, nous supposerons y réel et positif. 
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13. La transformation homographique 


amène y au centre du nouveau cercle unité; f est devenue F. L’ori- 

gine du plan des Z est hors des cercles d'exclusion, correspondant 

après transformation aux anciens (leur rôle est évidemment invariant 

dans toute transformation du cercle unité sur lui-même, puisque les 

pseudo-distances sont elles-mêmes invariantes). 
Or,ona 


P’ désignant le transformé de P, point où / est nulle. 
De même 


D'où 


N(1, b)+N(u pz) = Blog 5? 


les R’ désignent les points P’ et Q’ réunis. 


O étant hors des cercles d’exclusion, on a donc 


N(:, s)+N( Foz) < ("+ Plog 5 =(" + p}logroo < 5(n+p): 


44. Nous appliquons maintenant la formule (1) du théoréme A en 
y faisant R— 1. Le calcul de F’(O) donne f'(y)(1— y”), quantité 
dont le module est supérieur à 0,29. D’où, toutes réductions faites, 
l'inégalité 


R50, 


(3) T(r, F) <25(n-+ p) +10 logM +14 log 


| I de 


15. F(Z) étant holomorphe, on sait que l’on a l'inégalité 


Goes. 
rey 


T(r, F)> log M( 7’, F). 


val 


Choisissons 7’ de façon que r—r’ soit égal à 1 — r (ceci suppose r 
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supérieur à 2). Il vient alors l'inégalité 


(4) (1—r')log|F(r'e®)|<10o0(7R + p) + 4o log M + 56 log + 1760. 


= 7 


15. Traduisons cette inégalité dans le plan z, de façon qu'elle 
s'applique à tout le cercle de centre O et de rayon 0,8, ce qui est notre 
but. On constate pour cela qu’il faut prendre 


ES éme sénid- d' 
=1+0,8y 


y étant inférieur à 0,84, on trouve que cette condition est réalisée si 


I . . 
l’on prend t1—7’ = =, ce qui conduit au : 


THéorÈmE I. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité, 
et prenant n fois la valeur o et p fois la valeur 1. On suppose que dans 


I . . ae Us 
le cercle | =|— -; les points où l’on a l'inégalité 


if(s)|SM, 
ne peuvent étre enfermés dans des cercles dont la somme des pseudo- 


“ : 2e : er? 
rayons n atteint pas —— (exemple 5 potnts situes sur un are de courbe 
100 : 


. . . 2 I 
issu de O et atteignant la circonfeérence | 3 | = ke 


Alors on a, dans le cercle |z| = 0,8, l'inégalité 
(5) log | f(3)1< k(r + p) + ky log M + ky. 


On peut prendre /, = 5200, k, = 2080, k; = 140000. 

En désignant par # une constante numérique qui n’a pas nécessai- 
rement, partout où elle figure, la même valeur, on peut écrire simple- 
ment 


log | f(s)|<A(n+p)+ k log M +h. 


16. Remarquons que dans l'hypothèse, on peut supposer a for- 
uort | f(z)|SM sur un are de courbe issu de O et aboutissant à la 
frontière du cercle unité. 


Si l'arc est issu de A (et toujours aboutit au cercle unité), alors 
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l'inégalité (5) est encore valable dans le cercle de centre non euclidien A 
et de pseudo-rayon 0,8. 

Démonstration en faisant la transformation homographique ame- 
nant À à l’origine. 


17. Reprenons notre fonction f(z) inférieure en module à M, sur 
A d 3 à ; I 
un arc de courbe issu de O et aboutissant à la circonférence | |= = 

Nous allons rechercher maintenant une limitation de | /(z)| 
valable dans le cercle de centre O et de rayon 7 supérieur à 0,8. 

Sur ce cercle la fonction log|/f(z)| prend des valeurs dont le 
maximum est désigné par vu; ce maximum est atteint en un point S. 
Bien entendu, nous ne nous intéressons qu’au cas où 1 est déjà 
supérieur au deuxième membre de l'inégalité (5). 


Log |f(z)| est supérieur à & sur un arc de courbe L issu de S et 
aboutissant à la frontière du cercle unité. 


18. a; désignant un zéro de f(z), en même temps que cette fonction, 
nous considérerons les fonctions g(z) et h(z) définies par 


5 — Aj 


of, == sil 


ed [ecm (e 


== 

I — 54; 
Le module de / est inférieur ou égal à celui de g. Une autre compa- 
raison en sens inverse est possible hors des cercles d'exclusion 


1(0, —). En effet, à l’extérieur de ces cercles, le produit de 


. » + 5 1 
Blaschke (4) relatif aux a; est supérieur en module à nlog ——, done 


o 
a fortiori a 5n. 
Dans cet extérieur, on a donc l’inegalité 


log | f| > log] g|— on. 


Considérons les cercles de centre non euclidien S. Désignons 
par (B) le plus grand cercle a l'intérieur duquel on a l'inégalité 


log|h(s\|<— 0. 


« est une quantité positive qui sera bientôt choisie. En dehors des 
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cercles d'exclusion 1 (0335) et dans le cercle (B), on a donc 
l'inégalité : 


log | f(s) |>%—5n. 


© Rappelons que | /()| est inférieur à M sur un arc de courbe issu deo 
et traversant le cercle | s|= =) de plus, que des points de cet arc sont 


| : I , 
nécessairement hors des cercles d’exclusion 1(03 =): Done ily a 
impossibilité avec l'inégalité précédente st 


1° le cercle (B) contient le cercle [=| = -; 


I 
2 


2° « est égal à 5n + log M. 


Conservons cette valeur de « et désignons par £ le pseudo-rayon du 
cercle (B). Il est donc nécessaire que le cercle (B) ne contienne pas le 
cercle |z|— 23 par suite, que l’on ait l’inégalité 
En it 


Cera 


. D pos gett Ny eat . : Oo Wo? fe 
Et par suite 1— £ doit être supérieur à sear et a fortiori a 3 

20. Ce cercle (B) satisfait encore a la propriété suivante : en un 
point A de sa frontière, log|h(z)| est égal à — a; A(s). étant holo- 
morphe, on al’inégalité 

log | h(s)|2—a 

sur un arc de courbe L’ issu de A et rejoignant le cercle unité. La même 
inégalité a lieu si l’on substitue à A la fonction j qui lui estsupérieure 
en module. D'où, sur L’, l'inégalité 


log | f(s)|<5n + log M. 


Cette inégalité nous permet d'appliquer le théorème I, par l’inter- 
médiaire de la remarque du numéro 16 : ainsi, dans le cercle de centre 
non euclidien A et de pseudo-rayon 0,8, on a l'inégalité 


(6) log | f(3)|<[Ay(m + p) + 5kn] + ky log M+ hy. 


Nous sommes amenés à faire une nouvelle hypothèse sur v., valeur 
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de log| f(z)| enS : nous supposons que west au moins égal au deuxième 
membre de l'inégalité (6). Alors, en conséquence, le cercle de centre 
non euclidien A et de pseudo-rayon 0,8 ne peut atteindre S. 

Autrement dit la pseudo-distance (AS) surpasse 0,8. 


21. Opérons la transformation homographique du cercle unité du 
plan = sur le cercle unité du plan Z, de façon que S vienne à l’origine 
du nouveau plan. Le cercle (B) devient un cercle (B’) de centre 
origine; son rayon est précisément ¢; c’est une quantité supérieure 
| 2 e 


à 0,8; mais 1—£gest supérieur à : 


Soit H(Z) la transformée de h (3). Dans le cercle (B'), d’après l’hypo- 
thèse effectuée au début du numéro 19, on a 


log | H(s)|<— a. 


D’autre part, sur l’arc L issu de S et joignant le cercle unité, 
log| f(=)|, et par suite —log|A(=)|, est supérieur à u. Donc sur un 
arc de courbe issu de la nouvelle origine et gagnant le nouveau cercle 
unité, on a l’inégalité 

log H(Z), <— pu. 
L'ensemble de ces deux propriétés de la fonction H(Z) permet l’appli- 
cation du théorème C (troisième base fondamentale du Chapitre 1) à 


Ja fonction He. 


Translatons l’inégalité (2) en y faisantr = à, à la fonction H, et nous 
obtenons le résultat suivant : 
Dans le cercle | Z| = Ag, la fonction H(Z) satisfait à l'inégalité 


I = 
(7) log|H|<—|1— Gina 20-2)p, 
u est nettement supérieur a «. 


22. En particulier, cette inégalité (7) est vérifiée au point D'le plus 
proche de A’, lequel est Phomologue de A. 
Quelle est la pseudo-distance (A’ D’)? C’est 
tan Le 
PANNE 


Ann, Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3. 2 
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Et maintenant, choisissons l’indéterminée de façon que cette pseudo- 


. ee . . 
distance soit a On trouve ainsi 


— 0° LL — 7 
= ie > 
0°? 5) 


L'inégalité (7) entraine alors comme conséquence : 


) | à 1—T Her Lu 
) log HY <— | a AU) Snes el As 


Dans le passage du plan s au plan Z, / est devenue F. cis cercles 
d’exclusion se correspondent; log Fest supérieure à log —— TT — 5n, 


hors de ces cercles d’exclusion. Par suite, dans le cercle (B, ), mais 
hors des cercles d'exclusion, on a l'inégalité 


= Nes Ff = 
(9) log F > —— p— dun. 


3T 


23. Je dis qu'il y a des points L en lesquels cette inégalité est vérifiée, 
et qui sont à une pseudo-distance de A' inférieure à 0,8. 


La vérification est aisée; quitte à faire tourner le plan, on peut 
supposer l’affixe de A’ réelle et positive. Elle est alors égale à £: celle 
de D’, point d’affixe réelle et positive du cerele(B, ), estAo. La pseudo- 

. ñ 1 ‘ + » eee | sert x 
distance (A’D’) est, par définition de A, égale à =: Désignons par EK’ le 
point de l'axe réel situé à gauche de D’, ayant comme définition d'être 
à une pseudo-distance de A’ égale à 0,8. Sans effectuer de vérification 
élémentaire, on peut s’appuyer sur le fait (démontré dans le Mémoire 
déjà cité au début) que si 3 points sont alignés sur un rayon dans 
l’ordre E’D'A’, ona 

COAST RS eat (An) 
Par suite (E’A’) est supérieur à 0,3. Fait qu'il est facile d’ailleurs 
de vérifier directement. 


Or, la somme des pseudo-rayons des cercles d'exclusion n'excède 


) € 


pas = quantité nettement inférieure à 0,3. Il y a donc des points 


de EA’ hors des cercles d'exclusion, ce qui démontre la propriété 
annoncée. 
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24. Dans ces conditions, on a pour ces points : 


1° l'inégalité (9); 
2° une inégalité résultant de ce que la pseudo-distance à A’ est 
inférieure à 0,8, c’est-à-dire l'inégalité (6) translatée au plan Z. 


On s'aperçoit de suite que ces inégalités ne sont compatibles que si 


Yona 


À (ai He PRD MALE his log Mh aah) 2 Liu 5 me 


aT 
Ou, plus simplement, 
(i= 1p < ki tn p) ki, log M 3: Kk; 


k,, k, et #, sont des constantes numériques positives. 


25. Résumons dans l'énoncé fondamental suivant: 


Tatortme Il. — Sort f(s) une fonction holomorphe dans le cercle 
unité, et prenant n fois la valeur o et p fois la valeur 1. On suppose 
que | f (=) est inférieur à M sur un arc de courbe issu de o et gagnant 


. ., 1 PR . 
la frontière du cercle |z —-; ou plus généralement que les points 
re ag Menu “ ; I : 
où f(s), est inférieur à M dans ce cercle = =~ ne peuvent étre 


enfermés dans des cercles dont la somme des pseudo-rayons n'atteint 


26 oss Fe 
pas —- Alors dans le cercle = =r, on a l'inégalité 
(10) (1—-r)log|f(s);< 4), (4 +p) + hy log AM 4 Ay; 


4, k,, k, sont des constantes numériques positives. 


26. On peut aussi indiquer que si la courbe où | / (=), est inférieure 
à M part d’un point A et aboutit au cercle unité, en désignant par + 
l'affixe de A, par » l’affixe d'un autre point et par d la pseudo-distance 
(rv, 1), la quantité (1—d)log /(Y) est majorée par le deuxième 


membre de l'inégalité (10). 


27. Faisant n = p = 0, on reconnait ici, dans l'inégalité (10) aux 
coefficients numériques près, le théorème de Schottky-Landau, 
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C’est la première fois, semble-t-il, que ce théorème est retrouvé 
avec, comme point de départ, la deuxième inégalité fondamentale de 


Rolf Nevanlinna. . 

Signalons que M. G. Valiron avait déja obtenu une limitation por- 
tant sur une puissance de 1—r plus élevée (vour le fascicule du 
Mémorial déjà cité). | 


28. En somme, on peut prendre pour M le minimum du module de 


la fonction f(z) dans le cercle | |= : hors des cercles d'exclusion 


I 
it Cal is he 
' 100 


et l'inégalité (10) est encore valable. Sous cette forme, on peut 
énoncer le theoreme II un peu différemment : 


TaéorèmE I (forme plus générale). — Soit f (=) une fonction holo- 


morphe dans le cercle unité, et prenant n fois la valeur o et p fois la 

we / DE à 4 AMG. 

valeur 1. On désigne par y (0, 1; — ) les cercles d'exclusion relatifs à 
8 \ 2 100 


ces points où f(s) est égale à o ou à 1. Soient x et y deux points quel- 
conques, et M(x) la borne inférieure de f(=)| dans le cercle de centre 


ye I > © 
non euclidien x et de pseudo-rayon ;> et hors des cercles d'exclusion 


y (0, Le — ). On désigne enfin par d la pseudo-distance (ay). Alors 


on a Vinégalité 
! . - ’ + 
(10’) (1—d)log f(y); KA (a+ p) + Kh, log M(x) + Ke. 


Siz et y sont tous les deux hors des cercles d’exclusion, on peut 
remplacer M(x) par | f(æ)!, et l'on a ainsi une double. inégalité 
enserrant | /(y)| par rapport à | f(x) et ad. 


29. Extensions du théorème II. — Nous allons passer à l'examen 
du cas où les points A où LS (=), ne dépasse pas M sont situés dans le 
cercle de centre o et de rayon littéral w; on désigne par m le plus petit 
des nombres n, p, et l’on suppose que les points A ne peuvent étre inclus 
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dans des circonférences, en nombre m au plus, dont la somme des 
pseudo-rayons ne dépasse pas 2 eh. 

Notre intention est de démontrer qu’au fond, malgré la disssem- 
blance, en modifiant convenablement M et l'origine, on se retrouve 
dans le cas du théorème II. 

Quitte à changer f en 1 — /, ce qui revient à Huet Meni+M, 
on peut supposer m= n. 

On considère le produit de Blaschke g(= ) rélatif : aux zéros a; de la 
fonction considérée, c’est-a-dire la fonction 


On pose 


On a l’inégalité 

log| g(s)|>nlogh, 
sauf en des points pouvant étre enfermés dans des cercles dont la 
somme des pseudo-rayons est inférieure à 2eh. Donc, dans le cercle 
|3]= 4, existe un point A où l'inégalité précédente est vérifiée, alors 
que | f(z)| est inférieur ou égal à M. Par suite, en ce point, ona 


log |o(3)| < log M — n log À = logM’. 


Cette inégalité est vérifiée non seulement en A, mais encore sur tout 
un arc de courbe issu de A et aboutissant au cercle unité, ce qui 
conduit à une limitation de | f(s)|, car partout le module de /(=) est 
inférieur ou égal à celui de 9(z). On applique alors le théorème II. 
L’énoncé suivant est valable à la fois pour la fonction / et la fonc- 


tion fp =1—/f. 


30. Tatoréme Ill. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le 
cercle unité, et y prenant n fois la valeur o, p fois la valeur 1; on 
désigne par m le plus petit des nombres n, p. On suppose que |f| ne 
dépasse pas M en des points intérieurs au cercle | | — u, qu'il est impos- 
sible d’enfermer en des cercles en nombre au plus égal à m, et dont la 
somme des pseudo-rayons est inférieure à 2eh. 

Alors dans le cercle|:|— use trouve un point @affixe y, tel que dans 
la circonférence de centre non euclidien y et de pseudo-rayon d, ona 
12 
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Vinégalité 
+ 
(11) (1 — d) log | f(3)|<A(n +p) + klog M + k— km log À. 


s 


Les & sont toujours numériques. 
A fortiori, on a aussi l'inégalité 


(RAS RES ANS EE u)log!f(s)! <A(n +p)+k log M + k — kmlogh. 

31. Attaquons des problèmes déjà résolus qualitativement par 
M. Paul Montel, à l’aide de la théorie des familles normales ou quasi- 
normales de fonctions. 

Commencons par un problème, que M. G. Valiron a déjà étudié 
dans le fascicule du Mémortal cité plus haut; la solution et les résul- 
tats qui vont suivre sont plus simples et plus précis; l'énoncé de ce 
problème est le suivant : 


Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité et prenant n 
fois la valeur o et p fois la valeur 1. On se donne la borne de la fonc- 
tion en m+ 1 points fixes intérieurs au cercle |=|—u; mest le plus petit 
des nombres n, p. Trouver une limite supérieure de f(z)|. 


Quitte à changer fen 1 — /, on peut supposer v7 égal à ». Désignons 
par A les n +1 points fixes où l’on sait que :/(:) est inférieur à M. 
Nous désignerons par 2 la plus petite pseudo-distance de deux 
points À. 


Les cercles de centres non euclidiens A et de pseudo-rayon « sont 
tous extérieurs les uns aux autres. Cela résulte de ce que si deux 
cercles sont tangents entre eux extérieurement, ou sécants, la pseudo- 
‘istance de leurs centres est inférieure à la somme de leurs pseudo- 
rayons (row Mémoire cité du Bull. de la Soc. Math., ou appliquer 
la propriété rappelée ici au n° 23). 


Dd. ’ . 

32. Done l’un de ces cercles (qui sont au nombre de n +1), ne 
contient pas de zéro de la fonction /. Désignons-le par C. Sur une 
courbe L issue de son centre, et aboutissant à la frontière de C, f(s) 


est inférieur à M. La courbe L ne pourra jamais être englobée dans un 


1 


1 
w 


te 
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cercle dont le diamètre est inférieur au rayon de C, c’est-à-dire à : Che 
En appliquant la propriété rappelée au n° 23, on constate de suite que 
ce pseudo-rayon est supérieur ou égal à j (il y a égalité lorsque le 
centre est en 0); à est inférieur à 1. 

Remarquons de plus que l’arc de courbe L peut sortir du cercle 
| >| 4; on peut le restreindre à l’intérieur du cercle | z| = w’, avec 


Len & i 


rw 
2 
Ceci fait, on constate que les fonctions / et 1— /sont justiciables 
du thécrème III. D'où le 


TaéorèmE IV. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle 
unité et y prenant n fois la valeur o et p fois la valeur 1. Soit m le plus 
petit des nombres n, p. St | f(3)| est inférieur à M en m-+1 points 
fixes A intérieurs au cercle | z|— u, et dont les pseudo-distances deux à 
deux sont au moins égales à à, on a l'inégalité 


(12) (i—u)(i—!3l)log|f(s) <A(n +p) + klog M + hk — km log a; 


k est une constante numérique positive, qui n'a pas partout la méme 
valeur. 


Remarque. — D'une facon plus précise, on peut remplacer le 
premier membre de (12) par (1—d)log|/(z)|, où d désigne la 
pseudo-distance de : à un point situé à une distance du cercle unité 


EU 


au moins égale à 


33. Ce théorème IV contient et précise considérablement, en les 
simplifiant, les résultats fondamentaux de la thèse de M. L.-C. 


Bossard (°). 


(1) Rappelons que si un ensemble E est continu, et si des cercles ( lenglobent. 
on peut toujours trouver un cerele unique C englobant E, et dont le pseudo-rayon est 
inférieur à la somme des pseudo-rayons des cercles ( ( voir Mémoire cité du Bull, de lo 
Soc. Math. ). 

(2) L.-C. Bossan5, Ueber den rerallgemernerten Schattkyschen Sats und seine fiver 


dungen, Zurich, 1936. 
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34. Guidé par la théorie des familles normales ou quasi-normales 
de fonctions (‘), je passerai ensuite au cas suivant : le nombre des © 
points, où la fonction est supposée bornée, est inférieur à m +1, mais 
les dérivées entrent en jeu. Pour dégager cette étude, plus compliquée 
que la précédente, nous traiterons d’abord le problème suivant : 

Soit F(Z) une fonction holomorphe dans le cercle unité du plan Z, 
et y prenant au plus q fois la valeur zéro. On suppose que |F(Z)}, 
ainsi que les g premières dérivées, prises à l’origine, sont limitées 
supérieurement par M. Il s’agit de montrer que sur un arc de courbe 
non négligeable L, la fonction est encore bornée. 


Traçons les cercles de centre o et de rayons respectifs o, 
2 
+ 
g+1 
est un cercle), donc l’une d’elles ne contient pas de zéro de la 
fonction F(Z). 


I 
qg+1 


--, 1. Ils découpent g+1 couronnes circulaires (la première 


35. Un premier cas, particulièrement favorable, est celui où il s’agit 
du premier cercle. Alors | F(Z)| reste inférieur à |F(o)|, donc à M, 
sur un arc de courbe L issu de o et aboutissant à la frontière du 
domaine. 

Retenons que L ne peut pas être englobé dans un cercle de diamètre 


inférieur à ———. 
(g +1) 

36. Écartons ce cas, de sorte qu’il y a au moins un zéro de F dans le 
premier cercle. Désignons par C’ et C” le plus petit et le plus grand 
cercle de la couronne ne contenant pas de zéro de F; parT le cercle 
médian de cette couronne, par M’ la borne inférieure de |F| surF, 
par q’ le nombre (au moins égal à 1 et au plus à g) de zéros de F 
intérieurs à C’ (c’est-à-dire à C”), et considérons le polynome 


P(Z)=(Z—a,)... (Z—a,), 


: ; aru 
s’annulant aux zéros de F intérieurs à C’. 


ra OS SRS ee ii Se eee 


(9 P. Monrez, Lecons sur les familles normales de fonctions analytiques, (Gauthier- 
Villars, 1927; collection Borel). Voir Dag : 
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P : 
Le rapport ,, est holomorphe et privé de zéro dans le cercle C”. II 
sera désigné par 9. . | 
Dans tout le cercle C’, | P| est inférieur à 2”; et sur tout le cercleT, 
[F|est supérieur à M’. Donc sur I’, on a l'inégalité 


log|o|< g'log2 — logM'— log m. 


Cette inégalité permet d'obtenir, à l’aide des intégrales de Cauchy, 
des limitations des modules de 9 et de ses dérivées successives à l’ori- 
gine. Notons pour cela que le rayon de F est minimum lorsque la 
couronne C’C’ est la première couronne circulaire (véritable), et que 


: ; ; 3 ae es 
dans ce cas, il est égal à rer On a alors l'inégalité 


(13) |e (op) <m.| EU 


37. De l’égalité P= oF, et du fait que F et ses g premieres déri- 
vées sont bornées par M à l’origine, on déduit, apres application de 
l'inégalité (13), une suite de bornes de P et de ses q premières déri- 
vées à l’origine. En particulier, la dérivée d’ordre g'(q/<q) est limitée 
_snpérieurement par 

Mm| t= 2 |. 


3 
Or, cette dérivée est précisément g'! D'où l'inégalité 
logM'< g' logo + qg' los] — ue À log M — log q'! 


La somme du deuxième et du quatrième terme du deuxième 


. ae 5 : 2 = - pe > , ‘ 
membre est inférieure à 1 + LR g' est inférieur ou égal aq, et q 


est supérieur ou égal à 1. On peut écrire plus simplement l'inégalité 


(14) log M'< 4g + logM. 


38. La borne inférieure de | F(Z)| sur le cercle l est atteinte en un 
point S, point de départ d’un arc de courbe L atteignant la frontière de 
la couronne envisagée, et sur lequel log |F| est inférieur à log’, 

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3. 23 


12% 
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done à 4g+logM; car F n’a pas de zéro dans la couronne. Notons 


. A I 
que L ne peut étre enfermé dans un cercle de diamétre ACE 


‘ 


39. On peut résumer les résultats obtenus depuis le n° 34 dans le 


Lemme. — Soit F(Z) une fonction holomorphe dans le cercle unité et 
y prenant au plus q fois la valeur zéro. On suppose que les modules de F 
et de ses q premières dérivées sont inférieurs à M à l’origine. Alors on 
a l'inégalité 
log|F(Z)|<logM + 4g 


sur un arc de courbe L ne pouvant étre enfermé dans un cercle de 


diamètre ———.- 
2(q +1) 

40. Abordons maintenant l'étude annoncée, celle d’une fonc- 
tion f(z) holomorphe dans le cercle unité, prenant n fois la valeur o 
et p fois la valeur r. On désigne par m le plus petit des nombres n, p. 
On suppose l’existence d’un certain nombre de points A, A, ... tous 
intérieurs au cercle |s|=u, en lesquels on a respectivement : 


en À, : F et ses y, premières dérivées limitées supérieurement en 
module par M; | 

en A: F et ses g premières dérivées limitées supérieurement en 
module par M; 

etc., avec la condition 


(Gi. +1) + (g:+1) +... Im 1. 


ry : ; 
On désigne par ¢ la plus petite pseudo-distance de deux points A, et 
l’on considère les cercles C de centres non euclidiens A et de pseudo- 
9 . 
rayons |. Ces cercles sont tous extérieurs les uns aux autres. 
AM résulte de cette hypothèse que l’un deux, de centre non eucli- 
dien, A, par exemple, contient au plus g, zéros de la fonction /. On 


désigne par æ l’affixe de ce point A,, qu'on peut supposer réelle et 
positive, et dans la transformation 
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on raméne à à l'origine du plan y; (C) devient un cercle de centre O 
et de rayon © =; f est devenue une fonction 807): g(o)est égale à f(A,). 


Que sont ren À les dérivées ? 
Ona 
& (Oss raw) PARA 
SOA ay Ay), 


etc., ce qui montre que les dérivées de la fonction g à l’origine sont 
encore, jusqu à la g,-ième, limitées supérieurement par M. 


41. On passe ensuite au cercle unité du plan Z en posant 
ig ai + 
BY 5 


La fonction g(y) devient F(Z), et les dérivées de F à l’origine sont 
inférieures en module à celles de g(y), donc à M, pour les g, pre- 
mières. A cette fonction F(Z) peut être appliqué le lemme énoncé 
au n° 39. Notons que l’arc L’ du plan y correspondant à l’arc L dont il 
s’agit dans ce 1 ne peut être enfermé dans une circonférence de 


diamètre — HT - En appliquant ce qui a été dit au n° 32 on constate 


qu'on ne peut en 7 L' dans un cercle dont le pseudo-rayon est inférieur 
1 Ô 


ACTE Dr 


42. Cette propriété se transmet lorsqu'on repasse au plan =, ce qui 
permet d’énoncer la propriété intermédiaire suivante : 
Dans le plan = il existe un arc de courbe | ne pouvant étre enfermé 


dans un cercle de pseudo-rayon inférieur à = » elissu d’un point 


5 he a 
intérieur au cercle |z|==u; donc on peut le limiter à l'intérieur du 
I - a ef 
cercle | s |= u' avec 1 — u'= — (1 —u). Sur cet are, ona l'inégalité 


log| f (2): <4qi+ logM < 4m + logM <2(n +p) + logM. 


43. Alors la fonction f est à nouveau justiciable (de méme 
que 1 — f) du théorème III. D'où le 


Tutortme V. — Sort f(s) une fonction holomorphe dans le cercle 
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unité, et y prenant n fois la valeur séro et p fois la valeur un. On | 
désigne par m le plus petit des nombres n, p. On suppose que dans le 

cercle |=|—u, en certains points A, A»... dont les pseudo-distances 
sont au moins égales à à, la fonction f, ainst respectivement que ses qi 
premières dérivées (en A), Jz en (A), etc., sont limitées supérteurement 
par M. Le nombre des points A; et les nombres q; sont régis par la lot 


Z(git+-1)—=—m+1, 


et l'on désigne par q le plus grand des nombres qj. 
Alors la fonction f( 2) satisfait à l'inégalité 


(14) (1—|z|)a— w) log | f(s)|<A(n+p)+h logM—kmlogd+ km logg +h, 


où k désigne une constante numérique positive (qui n’a pas partout la 
même valeur). 


Remarque 1. — On peut encore remplacer le premier membre par 
(1—d) log! f(s)|, 
comme dans la remarque du théoreme IV. 


Remarque W. — On peut simplifier le deuxième membre de l’inéga- 
lité (14) en remplaçant q par m. j 


44. Il est possible d'indiquer encore des cas simples dans lesquels 
le théorème III s'applique. 

Supposons par exemple que le nombre n des zéros soit différent 
de p. Alors il existe un cercle de centre O et de rayon w inférieur à un, 
tel que, à partir de | z|—~, supérieur à uw, le nombre des zéros de /(=) 
est différent du nombre des zéros de f(s) —r. | 

Il en résulte que sur ce cercle, le minimum du module de f(z) est 
inférieur à 1. Sinon, d’après le théorème de Rouché, le nombre des 
we de f(s) et de f(s) —1 serait le méme à l’intérieur du cercle 
| 32|—=Tr. 


Done, on peut appliquer le théorème WI, en remplaçant wu par 
NU 1—u ‘ i» 8 I : : 
U—1— ——; et en faisant À numérique (= uz)” ce qui conduita 


he 
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l'inégalité très simple : 
(1—|8|)(1— w) log] f(s)|<A(n+ p)+h, 


où l’on peut remplacer le premier membre par l’expression plus 
précise | 
(1— d)logif(s)|, 


d'a la mème signification que dans la remarque du théorème IV. 


45. Au lieu de supposer simplement que | f(z)| est inférieur à M en 
certains points, nous allons préciser en supposant de plus que f(z) 
se rapproche beaucoup d’une valeur «; nous précisons en indiquant 
que | f (3) — «| est inférieur à € en des points A intérieurs au cercle de 
centre O et de rayon u, ces points ne pouvant être enfermés dans des 
cercles dont la somme-des pseudo-rayons est inférieure à 2 eh. 


46. Tout d’abord, rappelons le théorème suivant ('), généralisant 
le théorème C : 


Soit F(z) une fonction holomorphe et de module inférieur à 1 dans le 
cercle unité. St dans le cercle |z| =u, les points où la fonction F(z) 
vérifie Vinégalité 

logiF|<—p 
ne peuvent être enfermés dans des cercles dont la somme des rayons est 
égale à 2eh', on a l'inégalité | 
kp(i—u)(i—izl), 


k est une constante numérique positive. 

La même propriété a évidemment lieu si, au lieu de rayon, on dit : 
pseudo-rayon. En effet, le pseudo-rayon d’un cercle est toujours au 
plus égal à son rayon. 


47. Reprenons notre fonction f(s) du n° 45. Elle est justiciable 
du théorème III, lorsque l’on remplace M par |«|. Donc elle satisfait 


peer OE ye a ——_—— 


(1) H. Mizzoux, Sur certaines fonctions holomorphes et bornées dans un cercle ( Mathe- 
matica, vol. IV, p. 182-185). 
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à l'inégalité (1 1) que nous prenons, pour sa simplicité, de préférence 
à l'inégalité plus précise (11). 

Cette inégalité nous fournit une limitation de |f(z),, et par suite 
de | /(s)—«|, dans le cercle de ce centre O et de rayon R inférieur 
à 1. Dans ce cercle nous avons ainsi l'inégalité 


k(n+p)+k log ja|+k—kmlogh 


= log M’, 
(1 —R)(1—«a) 96 


log|f(:)— ai < 


où mest le plus petit des nombres n et p. 


18. Il nous reste à poser F(z)= Lae pour pouvoir appliquer 
le théorème rappelé au n° 46. Ce théorème s’applique non plus dans le 
cercle unité, mais dans le cercle de centre O et de rayon R. On peut 
cependant y remplacer /’ par h, car, effectivement, si l’on fait de ce der- 


nier cercle, par homothétie un cercle unité, A’ est supérieur à h. v. est 
f E 
remplacé par — log ur 
D'autre part, | étant inférieur ou égal a7, nous choisirons R 


Ir 


2 


- De la sorte, on obtient le théorème suivant : 


égal à 


Théorème VI. — Soit f(s) une fonction holomorphe dans le cercle 
unité et y prenant n fois la valeur o et p fois la valeur 1. On désigne 
par m le plus petit des nombres n, p. On suppose que dans le cercle | z | =u, 
ul existe des points A, ne pouvant être enfermés dans des cercles dont la 
somme des pseudo-rayons ne dépasse pas 2 eh, en lesquels | f(z) — «| est 


un férieur à 2. Alors, dans le cercle |z|=r, on a l'inégalité 
: RE | ,(t— u)(i— r) loge A'(t— u)(t—r) 
(13) DAC ECS DAT ES ne — +] 1 — 
I 
log — log — 
87 87 


h(n + pya- klogz-\- hk - hm logh 


(1—r)(1— 4a) À 
/ est une constante numérique positive qui n'a pas partout la mème 
valeur; # en est une autre, mais qui a la mème valeur aux deux 
endroits où elle figure. On peut simplifier l'inégalité (15) en rem- 
plaçant par l'unité le crochet du deuxième membre. 
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49. Si l’on imagine une suite de fonctions /\, fr, ..., fy, ..., 
satisfaisant chacune aux conditions de l’énoncé du théorème VI, 
avec n, p,a,u eth indépendants de la fonction considérée, € étant 
remplacé par e(g) on suppose (c'est la seule différence) que e(g) 
tende vers o lorsque g augmente indéfiniment. Alors il résulte visi- 
blement de l'inégalité (15) que /,(:) converge uniformément vers « 
dans tout domaine complètement intérieur au cercle unité. 

Lorsque les points A sont fixes, on retombe qualitativement dans 
des applications bien connues de la théorie des familles normales ou 
quasi-normales. 


90. Dans le cas où x est nul, on peut introduire des précisions; en 
effet, si|f(z)| est inférieur à € en n +1 points fixes de pseudo- 
distances, prises deux à deux, au moins égales à 6, on détermine 
comme plus haut (dans le lemme) un arc de courbe non négligeable 
sur lequel | /(z)| est inférieur a. Donc, dans ce cas, on peut appli- 
quer le théorème VI, et aussi le théorème VII. 

En somme, lorsque /(=) est suffisamment petite en n +1 points 
fixes, ou 1 — f(s) en p+ 1 points, on peut dire que la fonction f(z) 
estencore petite dans un cercle concentrique au cercle unité et de 
rayon moindre. 


51. Est-il possible de déduire une loi semblable, dans le cas où 
f(z)— x est petite en des points donnés, en nombre 7, situés dans le 
cercle | z| =u? 

Oui, si le nombre r dépasse d’une unité au moins le nombre des 
racines de f(s) — « non pas nécessairement dans le cercle unité, mais 
dans un cercle de rayon wu’ compris entre u et 1, et de centre O. On 


peut, par exemple, prendre wu =: Pour traiter cette question, il 
est indispensable, connaissant n et p, de savoir majorer le nombre 
des racines de /(z)—« dans le cercle |=|=w'. Nous résoudrons ce 
probléme dans un chapitre ultérieur. 

Sans faire de calcul, on constate que l’application des théorèmes VI 
et VII donnent d’intéressants résultats quantitatifs de problèmes déjà 
étudiés qualitativement dans la thécrie des familles normales ou quasi- 


normales. 
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CHAPITRE III. . 


FONCTIONS HOLOMORPHES DANS LE CERCLE UNITE, 
ET PRENANT 72 FOIS LA VALEUR O ET Pp FOIS LA VALEUR I 
LIMITATION DE L'INDICE CARACTERISTIQUE. 


52. Nous revenons dans ce chapitre aux fonctions considérées au 
début du Chapitre II; c’est-à-dire aux fonctions dont le module est 


aes A I F 5 
inférieur à M, dans le cercle || =, soit sur un arc de courbe issu 


de O, soit plus généralement en des points dont on peut affirmer que 


? 100 
Nous avons donné, pour ces fonctions, une limitation de log Mr, /). 
Celle-ci vaut pour l'indice caractéristique T(r, f). Nous conserverons 
cette limitation lorsque 7 n’est pas trop voisin de 1. Pour fixer les 


idées, supposons que r ne dépasse pas 0,99. Alors on peut écrire 
l'inégalité 


. re . I 
certains sont extérieurs aux cercles d'exclusion y (0, I =). 


(16) T(r, f)< k(n +p) + klogM + 4. 


Nous supposerons désormais r supérieur a 0,99. 

Dans la suite, nous distinguerons deux cas, suivant que la dérivée 
n'est pas trop petite dans un cercle de rayon numérique, ou au con- 
traire est petite jusque assez loin de l'origine. 


93. Premier cas. — Dans le cercle | z| = 0,8, il existe un point, hors 


des cercles d'exclusion 1(0, i =.) en lequel | /'(3)| n'est pas trop petit; 


pour fixer les idées, est supérieur ou égal à 0,1. 


1e ’ , © nd 
Si on désigne par x et a’ les affixes de deux points quelconques 
intérieurs au cercle |z| = 0,8, et extérieurs aux cercles d’exclusion, 
on peut les joindre par un chemin, de longueur inférieure à une 


ARE CET ERNEST 


AS at 
my 
’ 


ae 


PP PrN 
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constante numérique (‘), dont tout point est extérieur aux cercles 
d’exclusion et intérieur au cercle |z|—o,8. 

Si l’on part d’un point où | /(=)| est inférieur à M, pour aboutir à 
un autre point où | f’(=)| est supérieur ou égal 40,1, on montre ainsi 
l'existence, hors des cercles d'exclusion, et dans le cercle 151-063; 
d’un point d’affixe x en lequel on a les inégalités 


If{z&) | <M +, \f' (x) 120,1. 


On peut supposer z réel et positif. 


54. On effectue alors la correspondance du cercle |z|==rau cercle 
unité du plan Z par la transformation homographique 


(—z)r 


2 


Fr 


ee 


L’homologue du cercle unité du plan Z est un cercle centré sur 
l’axe réel, extérieur au cercle 


PE 
ee ES) - sde 
; | iti wae 2 
Notons que R—1 égal à (1—7r) “—~, est compris entre 1 Er 
q r—z 
et 10(1—7r), car x est compris entre o et 0,8 et r est supérieur 
à 0,99- 


Désignons par F la fonction transformée de f. A l’origine du plan Z, 
on a => 
|F/<M-+1; Z|>o8 =" > 0,03. 


; Sd I 
Le point x étant hors des cercles d’exclusion y (or, =) on a 


l'inégalité 
7 log 


x désignant un zéro quelconque de f ou de f— 1. 


I 
’ 
100 


ZE |> (a+ nie 
L1— TX 


(*) On peut s'arranger pour que ce chemin reste à une distance de O inférieure ou 
égale à la plus grande distance de O aux deux points considérés. Le calcul indique alors 
une quantité inférieure à 2 =- 


LA 
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3. 24 
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Cette inégalité entraine la suivante 
Dd log|e—a|> k(n +p), 


k étant numérique positif; en effet, 1 — xa est supérieur à 0,2, et le 
nombre des quantités « est égal à n + p. 

Cette dernière inégalité se transmet dans le plan Z, après la trans- 
formation homographique. On désigne par (3 les points intérieurs au 
cercle |Z| = R, en lesquels la fonction F est nulle ou égale a1. Les f 


sont les correspondants de certains des a, et une étude élémentaire 
TI — a 


8 


montre que pour « et 3 correspondants, le rapport| Jest compris 
entre deux constantes numériques. 


On en déduit a fortiori l'inégalité 
Dlog|s1>—4(n+p), 


k désignant toujours une constante numérique positive. 
Appliquons à la fonction F(Z) le théorème A, et l'inégalité (1), où 


I 
R— 


peut étre remplacé ici par log — + k. Il vient alors l'inégalité 


l'on fait r= 1; remarquons que le terme log de cette inégalité 


TG, F)<A(n + p) + klogM + 4 log —— +h. 

55. Retour au plan Z. — Nous étudions la correspondance entre 
T(1, F) et T(r, /). Elle résulte de l'étude très élémentaire suivante : 

Désignons par 9 et ® les arguments correspondants de s et Z sur les 
cercles respectifs |3|=7r et|s|= 1. Grace à l'hypothèse que x est 
compris entre o, et 0,8, et de plus que r est supérieur à 0,99, on 
constate que le rapport — est compris entre deux constantes numé- 


riques, obtenues lorsque 3 est réel, soit positif, soit négatif. 
; . » Je mi, F : 
Il en résulte immédiatement que mt est compris entre ces 
deux constantes; comme les indices m sont précisément ici les 
indices T, on a l'inégalité 


(17) T(r, f) << k(n p) + klogM + {log —— + k. 
A à 


nf at 
REE oe 
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Remarque. — On pourrait ici remplacer M par |/(y)|, y étant un 


. . me's I 
point quelconque intérieur au cercle|z|—=- et hors. des cercles 


d'exclusion y( 0,1, — )- 
MPs Aer 


ox I 
56. Deuxième cas. — Dans tout le cercle | 3 |= > hors les cercles 


d'exclusion, | f'(s)| est inférieur à 0,1. Donc | f(z)| est inférieur 
aM-+t1. 


Notre intention est de démontrer que méme dans ce cas, qui parait 
plus défavorable à première vue, mais qui en réalité est plus favorable, 
l'inégalité (17) est encore valable. La méthode consistera à frac- 
tionner le cercle |z|=r, suivant une loi convenable, imposée par la 
distance plus ou moins grande qui sépare l’origine, dans une direc- 
tion déterminée, du point où | /’(s)| est supérieur à 0,1; puis à 
majorer sur cette fraction de circonférence l’expression 


fiosi frete)| de. 


57. Quitte à majorer très légèrement r, nous pouvons toujours 
supposer que la circonférence | z| =r est entièrement hors des cercles 


. I . . . . . RS 
d'exclusion y( 0,1, —)- En effet, on sait (vorr application numérique 
O0 
du n° 3) qu’il y a certainement une telle circonférence (de centre o) 
dans toute couronne 
r<|s|<r"=1—0,81 — 7"), 


et la limitation de l’indice caractéristique (fonction croissante de r), 
valable pour cette circonférence, est valable aussi pour la circonfé- 
rence de départ |3| =7". 


58. Soit S un point de la circonférence|3}=r. On joint OS. Sur 
la portion de ce rayon comprise dans la circonférence || — 0,8, il y à 
des points hors des cercles d’exclusion. On en choisit un, par exemple 
à une distance de o supérieure à 0,75 (il y en a), soit S'; on joint S'S 
par une ligne L composée soit de la totalité du segment S'S, si ce 


186 HENRI MILLOUX. 


segment ne rencontre aucun cercle d’exclusion, soit de portions de ce 
segment, et d’arcs des cercles d’exclusion. On choisira les arcs qui 
correspondent a des angles au centre inférieurs à 7. De toute facon, 
la ligne L a une longueur inférieure à 0,25 #, donc a fortiori a 1. 


59. Il va nous être utile d'étudier de plus près l’oscillation 
possible de l'argument de z lorsque ce point décrit la ligne L. Pour 
_cela, on peut toujours supposer réelle et positive l’affixe « du centre 
du cercle d'exclusion y sur lequel se trouve z (si 3 ne se trouve pas 
sur un cercle d'exclusion, la question ne se pose pas). Ce cercle 


. . site i o2e . 
d’exclusion a un pseudo-rayon inférieur à —= - Il rencontra la ligne L 


en deux points dont le plus proche de o est au moins à une distance 
de o,75. On constate de suite que « est supérieur à 0,75. Sous quel 
angle de o voit-on le cercle y ? Il est intérieur au cercle 


vs 2e 
En désignant par À la constante —, par 2w l'angle sous lequel, de o, 
100 
on voit ce cercle, un calcul élémentaire donne 


A(1 — a?) 


ative) == = 
a(1 — A?) 


<0,12(1 — a). 


D’ S 
ou encore 
© <0,15(1 — a). 


Telle est la majoration de l’argument de 3. Il fait intervenir la 
distance « qui sépare o du centre non euclidien du cercle y. | 
Il peut être intéressant aussi de majorer w en fonction de (1 — ||). 


Il suffit pour cela de remarquer que ler r Er 2 i 
P q q apport -——~ est compris 

entre les valeurs extrêmes obtenues lorsque z est réel. Ces valeurs 
k 2e = 
extremes sont, pour un cercle de pseudo-rayon —; les valeurs sui- 


vantes : 


23e 26 

De 1 — 

100 100 
1,12 et ————— > 0,88. 

2e 2e 


(RULES vei’ 
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D’ou, pour le cercle y, l'inégalité 
® <0,17(1—]|5]). 
Comme le point 3 est situé de l’autre côté du rayon OS par rapport 


aa, on constate que le point z ne s’écarte du rayon OS que d'un angle 
inférieur à 0,17(1 —|3}). 


60. Nous désignons par A le point, s’il existe, rencontré le 
premier sur le chemin L, à partir du point S, en lequel! /’(z)| est 
supérieur ou égal à 0,1. En ce point, on a les inégalités suivantes : 


If(s)|<M+a,  [f(s)l20;r. 
Nous séparons les points S en deux classes. 


Première classe. — A n'existe pas ou est à une pseudo-distance de S 
inférieure à une constante numérique, pour fixer les idées, 0,99. 


Deuxième classe. — Les autres. 


61. Étude de /(:) en un point S de première classe. — Dans le cas 
où A n’existe pas, onaenS 
|f(z)|<M+2. 
Dans le cas où A existe, il suffit d’appliquer les résultats du 


deuxième chapitre (théorème II, forme plus générale), car sur une 
courbe issue de A et dépassant certainement le cercle de centre non 


euclidien A et de pseudo-rayon = (il s’agit ici de L, pris de A vers S’), 


| f(z)| est majoré par M + 2. 
On obtient ainsi une limitation de | /(z)| valable dans les deux cas, 
et qui est la suivante : 


log|f(s) < An + p) + Aloe M +f, 


k constante numérique positive. 
Les points S de première classe forment des arcs désignés par a, et 


l’on a l'inégalité 
(18) DY free sre2)! de < h(n + p) + hog M + &, 
3 
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62. On exclut maintenant de la circonférence | s| = r'tous les points S 
de première classe, et l'on procède à un ordre des autres, suivant la 
distance qui sépare les points A qui leur sont attachés, de l’origine. 

Cette distance peut déjà être majorée en fonction der: 

Si le point A est sur le rayon du point S, OA est inférieur à la quan- 


tité u définie par 
PU 
L— Fi 


=0,99- 


Par suite, en désignant par 7” la distance OA, on a l'inégalité 


oT 


> 100. 
Ant fe 


Si le point A est situé sur un cercle d’exclusion, le calcul est un 
peu plus compliqué. Dans ia couronne 


rtsi<r, 


if 
/ 4 e . . re 
avec 1—7” =, (1—1’) se trouve (voir application numérique du 
numéro 3) une circonférence de centre O tout entière hors des cercles 
d’exclusion; donc en particulier il y a un point A’ situé sur le rayon OS, 
hors des cercles d'exclusion. La pseudo-distance (AA’)est inférieure à 
/ 


celle des cercles frontières dela couronne: donc a fortiori à = < 0,11. 
x 100 


Donc la pseudo-distance (SA’) est supérieure à 0,99-0,11 = 0,88. 
‘ ° mw Lae . . . . + F 
Soit r” la distance OA’; le calcul indique l'inégalité 


ir" 


ER | 
ie eal 
Par sui RAR caste PALIN | 
ar suite, comme les distances de l’origine à des points de L vont 
croissantes dans le sens de O vers S sur la ligne L, on a, pour le 
point A’, et ceci dans les deux cas envisagés, 
1—7" 


(19) 
RS > 14. 


63. Ceci posé, ordonnons les points S de deuxiéme classe suivant 
la règle suivante : 


In or 3 % : : ] 
Premier pont, soit S,. — Il correspond à un point A, situé le plus 


APSE 


FE 
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près de () sur tous les chemins L possibles. On désigne sa distance 
a O par r,. Bien entendu, hors les cercles d’exclusion, dans le 
cercle |z|=r', la dérivée f’(z) est en module inférieure à 0,1; de 
plus 7’, est supérieur à 0,8. 

Quitte a effectuer une rotation, on peut supposer l’affixe de A, réelle 
et positive (égale à 7’,). Nous allons établir que sur un arc d'ouverture w,, 
situé sur le cercle | :|—r, et ayant pour milieu $,, on a l'inégalité 


I + 5 + 
(20) Ff Vos1/tren1 de <|kta+n+ks Kk log M + klog | 
w, est de l’ordre de grandeur de 1 —7". 


64. Considérons en effet la transformation homographique 


z—& —r\)r 


ii) 
r— sr, 


qui fait correspondre le cercle |z| — r au cercle unité du plan Z, la 
fonction f à la fonction F. Cette fonction estholomorphe dans un cercle 
centré sur l’axe réel, et qui contient le cercle de centre origine et de 


VENT MASTER Er : x 
== 3 d'après l'inégalité (19), ce cercle contient à 
1 


rayon 1+(1—7r) 


son tour le cercle 
ILI=R=:1+7(r—r}, 


On désigne, comme plus haut (n° 54), par les points dans ce cercle, 
où F est égale à o ou 1, et par « les points dans le cercle |3| = 1 où f 
est égale àoouà 1. 

Les 8 correspondent à certains des «. Le point A, situé hors des 
cercles d'exclusion dans le plan s, et correspondant à l’origine dans le 
plan Z, on montre, comme au n° 54, que l’on a l'inégalité 


> log! 6 | >— Ala +p). 


k étant une constante numérique positive. 
En A’ la fonction / est inférieure en module à M + 2. 
On applique à nouveau le théorème A, et l’inégalité (1) conduit à 


la limitation 
I 


R—1 


T(1, F)< An + p)+ klog M + 4 log ae 
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2 I . 
et ici log Ru peut être remplacé par #+ 2log ——, ce qui donne 
l'inégalité : 


- +k. 


Us + 
(21) = ii log| F(eïv)| de < k(n + p) + log M + k log RS 
0 

65. Retour au plan 5. — Ce qui constitue une importante modifica- 
tion avec la méthode du n° 55, où un tel retour est déjà étudié, c'est 
qu’au lieu de l’envisager sur la totalité des cercles correspondants 
|:]=ret|Z|= 1, on ne l’envisage que sur une portion seulement de ces 
cercles. 1 

Il nous est pour cela nécessaire d'étudier d’un peu plus près la 
correspondance des arguments ¢ et o de Z et de z, arguments qui sont 
nuls en même temps, d’après le choix de l’axe réel et positif passant 
par A’. Cette étude est élémentaire; elle conduit à l'égalité 


ge AV rte 
LE dde À dt ei)? 
d’où 
BCE r— r'? r—r'? 
rR igh CURE FT 


= 
(r—r,) + 4rr' sin? . 


, 


ao se dv pie > r+r 
Cette formule nous indique que Te est supérieur a ata donc a 
. en: 


ras 1,79 TE , ; 
ortiori à — ar—r 
f rr lorsque + est inférieur 47— 7’. 


On désigne par B, le point du cercle |z| = r qui a même argument 
que A,, argument nul dans notre choix de l’axe réel et positif. On con- 
sidère l’arc C,B,C, du milieu B,, les points C, et C, ayant pour argu- 
ments +(r—r'). 

D'après la discussion précédente, on a l'inégalité 


ik log | f(re'?)| do < [Ame p) + k log M + k log RS «| (r— r}). 
CBC; 


Ier 


66. Passons maintenant au point S,. Rappelons que la différence 
des arguments de S, et de A, est au plus égale à o,17[1 —|3(A,)]] 
d’après les résultats du n° 59. Donc ici, non seulement le point S, est 
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inclus dans l’are C,B,C,, mais il en est de méme de l’arc (w,) de 
milieu 8, et d’ouverture oie " ), A étant numérique. 


En effet, rappelons que - “+ excède la constante numérique 14. De 


sorte que o,17(1—7r) = ‘elepawee: à o,2(r—7r,). On peut prendre 
À = 1,6. De sorte que l'inégalité (20) est démontrée. 


67. Reprenons l’ordre des points S : 

Nous commençons donc par le point S,, autour duquel nous déta- 
chons l'arc w,. Des points de deuxième classe, restants sur le cercle 
|5|=7, nous considérons le point S, correspondant au point A, le plus 
rapproché de l’origine (distance r,) d’où, sur la circonférence || =r, 
un nouvel arc w, de milieu S,, qui peut empiéter sur l'arc w,. Cepen- 
dant, l’arc w, est d'ouverture inférieure ou égale à celle de w,, d’après 
l’ordre des points S, et S,; de plus S, est extérieur à w,. Donc l'empté- 
tement, s'il a lieu, ne peut s'effectuer que sur la moitié de w, tout au 


plus. 
On aperçoit la suite du raisonnement; on a ainsi une suite /inie de 
points S : S,5:...5,, jusqu’à ce que les angles w,w,...., couvrent 


tous les points de rie classe du cercle |z|=r. Cette suite est 
finie du fait que r—r, est supérieur à Æ(1 —r) pour les points de 
deuxième classe. 

Cherchons à majorer la somme des ouvertures de tous les angles w. 
L’angle (w,) est recouvert au minimum deux fois. En effet, supposons 
que la moitié de l’angle (w,) soit partiellement recouverte par une 
partie de la moitié de l’angle (w,) par exemple. Tout autre angle (uw) 
ne peut plus attaquer la moitié considérée de l'angle (w,) d’après le 
mode de construction. 

Donc la somme des ouvertures de tous les angles w est inférieure 

.à 47, et par suite 


D] log | f(rei?)|do<k(n+ p) + KE + KlogM + klog : — 


68. En rappelant que les angles (w;) recouvrent tous les points de 
deuxième classe et que pour les points de première classe la limita- 
tion, déjà obtenue au n° 61, et terminée par l’inégalité (18), est plus 
favorable encore, on peut résumer ainsi : 


Ann. Éc. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3. 
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Dans le deuxième cas, c’est-à-dire lorsque | /’(z)| est inférieur à o,1 
| ae 
dans le cercle |z| = 0,8, hors des cercles d’exclusion, on a l’inégalité 


Rte, 


T(r, f) < k(n + p)+ klogM + k log 


La 


69. Bloquons les cas 1 et 2 dans l'unique énoncé suivant : 

Tuéorème VIII. — Soit f(s) une fonction holomorphe dans le cercle 
unité et y prenant n fois la valeur o et p fois la valeur 1. Si | f(z)| est 
inférieur à M en des points intérieurs au cercle |3|= “ et ne pouvant 
être enfermés dans des circonférences dont la somme des pseudo-rayons 
est inférieure à =<, on a Vinégalité 


F +k, 


(22) T(r, f)< k(n + p) + klogM + klog 


I—r 
70. Ce théoréme VIII se généralise, comme nous avons fait pour 
le module de la fonction /, au cas où les points, où le module de / est 
majoré par M, obéissent à des lois analogues à celles imposées au 
théorème III. Cependant, il y a en plus ici une correspondance à 


effectuer entre T(r, f) et l’indice caractéristique de la fonction F, 
identique à / pour les points homologues s et Z de la transformation 


lorsque x est inférieur à wu. 
Cette correspondance se fait sans difficulté. Nous indiquerons sim- 
plement ici, sans démonstration, le résultat suivant, à peu près 


évident d'ailleurs : l'inégalité (22) est encore valable, à condition de 
remplacer le premier membre par 


(1 — uYT(r, FR 


71. Comparaison des limitations du module et de l'indice carac- 
téristique. -— Le théorème II et le théorème VIII se complètent; on ne 
peut dire que l’un est plus précis que l’autre. 


On peut préciser cependant un point du théorème Il à l’aide du 
théorème VIII. 
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Supposons, en effet, que l’on ait 
(r—r)log| f(s)| < &'(n + p)+ K'logM + k’ 


en certains points du cercle | |=, constituant des arcs de longueur 
totale w. k’ est une certaine constante numérique, bien entendu infé- 
rieure aux constantes # de l'inégalité (10). 

On constate à l’aide du théorème VIII, que w ne peut être très 


grand. Lorsque r est suffisamment voisin de 1, parrapport à M, netp, 
I 


EF 


on voit que w est tout au plus de l’ordre de grandeur de (1—r)log 


72. Ilest à peine besoin de signaler que lorsqu'on fait » et p nuls, 
les théorèmes II et VIII ne peuvent être améliorés, à part les valeurs 
des constantes numériques qui y figurent. Pour des exemples réalisant 
la limite, il suffit de consulter le livre de M. Paul Montel sur les 
. familles normales et leurs applications (pavage du cercle fondamental, 
- p. 53), ou celui de M. R. Nevanlinna (Le théorème de Picard-Borel...; 
voir le Chapitre VI). 


73. Plus simplement, il suffit de considérer la fonction 


fha) er 
qui ne prend pas les valeurs o et 1 dans le cercle unité. 
En effet, on a 


I 


logM(r, f)= 


| We Fr 
D'autre part 
I t 


hae L de 
2 CRU is eee 
es y/o =r arsine’. 


On peut restreindre l'intégration à l'intervalle 07 puisque le 
résultat définitif est 4 fois plus grand. Dans cet intervalle, l'intégrale 


EK Reef he 


rd Monk DT 
se comporte (pour r supérieur à -; pour fixer les idées) comme 


Ru Vena rF 

; / 
do Ho UN ea 

VG—r} +9 ta 


wila 
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On constate immédiatement que T(r, f) est compris entre deux 
expressions de la forme klog —— (4 constante numérique). 


CHAPITRE IV. 


FONCTIONS MÉROMORPHES DANS LE CERCLE UNITÉ, 
PRENANT 72 FOIS LA VALEUR O, D FOIS LA VALEUR I, Q FOIS LA VALEUR ©. 
LIMITATIONS DU MODULE (HORS LES CERCLES D'EXCLUSION DES PÔLES). 
LIMITATION DE L'INDICE CARACTÉRISTIQUE. 


74. Les méthodes ne diffèrent pas de celles utilisées dans l’étude 
précédente des fonctions holomorphes. Il s’y ajoute simplement les ¢ 
pôles et leur cortège de cercles d'exclusion. Aussi serai-je bref, et 
insisterai seulement sur les rares différences qui se présentent. 

Dans ce chapitre, nous désignons par 9(z) une fonction méro- 
morphe dans le cercle unité, prenant n fois la valeur o, p fois la 
valeur 1, et g fois la valeur o. 


I. — Limitations du module. 


75. Commençons par supposer que |o(z)| est inférieur à M en 

. . I A , 
certains points du cercle |3|<-, ne pouvant être enfermés dans des 
circonférences dont la somme des pseudo-rayons est inférieure 


2e 


fee 
100 


de la sorte l’un de ces points est nécessairement extérieur 


aux cercles d'exclusion y(0,1, 0; 1/100°). Comme pour les fonctions 
holomorphes, on décompose l'étude de cette fonction : d’abord dans 
le cercle |3|— 0,8; ensuite dans le cercle | 3| = r supérieur à 0,8. 


76. Étude dans le cercle |zl—0,8. Premier cas. — Hors des 
cercles d'exclusion, la dérivée est petite, en module inférieur à 1, 


pour fixer les idées. Alors on a de suite la limitation M + & pour | o(z)|, 
hors des cercles d’exclusion. 


Deuxième cas. — Il existe un point x (affixe inférieure à 0,8 et qu’on 
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peut supposer réelle et positive) hors des cercles d’exclusion, en 
lequel |?(z)| est inférieur à M + 4 et |9’(3)| supérieur ou égal ar. 
On opère la transformation 

3 — TX 


Li 


3 

I— sz 
J est devenue F. La nouvelle origine est hors les cercles d’exclusion. 
A l’ancien cercle |z|= 0,8, correspond un cercle intérieur au cercle 


vc a [F(0)| est inférieur à M + #; |F’(o)| est supérieur à #. On 
applique à la fonction F le théorème A où l’on fait R=1 etr— 0,9; 
ce qui donne l'inégalité ( 

(23) T(0,9; F) <k(n +p+q)+klogM + k. 


F| dans le cercle | Z| = ic 
de la façon suivante : on désigne par c; les pôles de la fonction / dans 


le cercle unité, et par C; leurs correspondants dans le plan Z. On pose 


77. On passe ensuite à une limitation de 


ingyen ee = 
1— ZG; 
et 
u(s) = TZ. 
1—%C; 


Les modules de U et de w sont égaux aux points homologues z et Z. 
Le produit FU est holomorphe dans le cercle unité du plan Z. L’ori- 
gine n’est pas un pôle pour la fonction F; T(r, FU) est égal à m(r, FU) 
quantité inférieure ou égale à m(r, F), donc a T(z, F). En effet, Ga 
son module inférieur à un. Donc, on a l’inégalité 


T(0,9; FU) <k(n+ p+ q) +k logM +k. 


FU étant holomorphe, on déduit de suite, comme au Chapitre II, une 


limite supérieure de | FU| dans le cercle | Z| = i, et par suite de | fu | 
dans le cercle | s| — 0,8. Cette limite est représentée par le deuxième 


membre de l'inégalité précédente (avec une valeur différente de k). 


78. Reste à passer à la fonction f. On remarque pour cela que, hors 
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les cercles d'exclusion y(æ; 1/100), on a l’inégalité 
| u(s)| > — q log 100. \ 


‘ 


D'où le | 
TaéorÈme I’. — Soit 9(3) une fonction méromorphe dans le cercle unité, 
et prenant n fois la valeur o, p fois la valeur 1 et g fois la valeur ©. On 
suppose que dans le cercle | |= D) le module de 2 est majoré par M en 
des points ne pouvant étre enfermés dans des cercles dont la somme 
des rayons n’atteint pas =. Alors dans la circonférence |z|= 0,8, 
l'inégalité 
(24) log|@|< k(n + p + q)+ klogM +4 
est vérifiée, sauf pour des points 3 intérieurs aux cercles d'exclusion 
y(«; 1/100); k est numérique positif. 


79. Étude dans le cercle | :|— 7 supérieur à 0,8. — Le même plan 
va être observé, comme pour les fonctions holomorphes. En prévision 
du résultat, et guidé par ceux des fonctions holomorphes, on peut dès 
à présent supposer que l'inégalité 

(1—r)log|9(s)|>A’(n+p+q)+ k'1og M + k’ 


est vérifiée en un point S de la circonférence | =|—r, point supposé 
situé hors des cercles d'exclusion (x; 1/100). k’ désigne une certaine 
constante numérique positive qui sera déterminée ultérieurement. 
a; étant l’affixe d’un zéro de /, on pose 


Il AR =Spis); 


1 — 5a; 


puis 
ua I 
8=f—; h= at 

5 

Les fonctions g et h sont holomorphes et privées de zéro dans le 
cercle unité. Hors les cercles d’exclusion y(; 1/100), ona 

log | g'| > log | f | —g log1oo > log | f| —5 q. 
Donc en, log|A| est inférieur à 


re (A’—5)(n+ptq)+ k'1ogM + kh! 
Ir 
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Cette propriété est vérifiée non seulement en S, mais encore (h est 
privée de zéro dans le cercle unité) sur un are de courbe L issu de S 
et aboutissant au cercle unité. 

Le raisonnement se poursuit comme au Chapitre Il (n° 19 et 
suivants) : on désigne toujours par (B) le plus grand cercle de centre 


non euclidien S, dans lequel log | A! est inférieur à — « = — 5n— logM. 
On désigne parole pseudo-rayon du cercle (B). On montre que ¢ n’est 
ni trop grand ni trop petit (mêmes limites que pour les fonctions holo- 
morphes); que d’un point A du cercle (B), jusqu’au cercle unité, part 
un arc de courbe L’ sur lequel |/| est supérieur à —«; que dans un 
cercle de centre non euclidien S et de pseudo-rayon Ao (voir la valeur 
de À au n° 22), la fonction / est encore très petite; log | A! est inférieur à 


ays (n+ p+q)+h, logM + k |, k, dépendant de 4’. D’autre part, 


5 ; À : ; CA es & MR yee es athe 
sur la ligne L’, la fonction / qui est égale à ;-—. satisfait à l'inégalité 
log] f|<5n + log M +5g=5(n+q)+ logM, 


sauf en des points intérieurs aux cercles d’exclusion 1( 3 a)" C’est 


la seule différence avec les fonctions holomorphes. Elle ne trouble 
aucun résultat, et, toujours dans le cercle C de centre non euclidien A 
et de pseudo-rayon 0,8, onal’inégalité (24) sauf pour des points inté- 


2 4 . I 
rieurs aux cercles d’exclusion x( œ : =): 


Ce cercle attaque largement le cercle C’ de centre non euclidien S 
et de pseudo-rayon Ap, dans lequel on a l'inégalité 


Lox A |<— C0 + p+) + ki logM + 4, ], 
et par suite 
loglfi=(£,=5)(n2pq)#Ato8M A, 


100 
Non seulement les cercles ( et C’ ont des régions communes, mais 


encore ces régions sont assez étendues pour qu'elles ne soient pas 


é A De : I 
sauf pour des points intérieurs aux cercles d'exclusion x(o ; =) 


constituées par des points intérieurs aux 1(* ; =) ou x(03 =) 


Si k,, donc 4’, est une constante numérique positive convenablement 
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choisie, il y a contradiction entre la dernière inégalité écrite et l'iné- 
galité (24), de sorte que l'hypothèse de départ est erronée. À 

Le lecteur reconstituera sans peine, à l’aide de ces indications et du 
parallélisme avec les fonctions holomorphes, la démonstration com- 
plete. 


81. Le résultat en est l’énoncé suivant : 


Tutorime II’. — Soit 9(3) une fonction méromorphe dans le cercle 
unité, prenant n fois la valeur o, p fois la valeur 1, q fois la valeur ©. 
On suppose que |9(s)| est majorée par M en des points intérieurs au 


cercte |’ SS > ne pouvant étre inclus dans des circonférences dont la 
somme des pseudo-rayons n'excède pas =<. Alors on a l'inégalité : 

100 
(25) (1—| |) log |9(s)|<A(m+p+q)+h logM +k, 


. . . 3 , . 2 { 
sauf pour des points z intérieurs aux cercles d'exclusion Y| ©; — 


D'une façon plus générale, la fonction 9(2) satisfait à l'inégalité 
(25) (t—|3|)log|9(s)|<k(n + p + 9) + klogM + k — kg logh, 
sauf en des points 3 intérieurs aux cercles d'exclusion Y(æ;h). 


Cette inégalité (25’) se déduit immédiatement de l'inégalité (25) 
par la considération de la fonction holomorphe / obtenue en multi- 
pliant la fonction ¢ par le produit de Blaschke relatif aux pôles de 
cette fonction. Le module de fest inférieur à celui de 9. Donc il satis- 
fait à l'inégalité (25); on passe à l'inégalité (25’) comme d’habitude, en 
majorant le produit de Blaschke hors des cercles d'exclusion y(« ; h). 


82. Remarque. — Quitte à échanger 9 en 3 on peut supposer que 


|| est inférieur à 1 en de grandes régions du cercle || = 5 (en gros, 


en plus de la moitié). Alors le théorème II’ est applicable à cette 
fonction, et l'on a l'inégalité 


(1—]|3|)log|p(s)| <A(n +p+q)+k—klogh, 


hors les cercles y( 0 ; h). 


SUR LA THÉORIE DES FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE CERCLE UNITÉ. | 199 


Cette remarque s’applique aussi au cas des fonctions holomorphes 
prenant n fois la valeur o et p fois la valeur 1. On a l’une des deux 
inégalités suivantes : 


(1—|3|) log f(s)|<A(n+p)+4, 
(i— |z|) log | f(s) |>—[A(n+ p) + k—klogh], 


la deuxième inégalité ayant lieu hors des cercles y(0; A). 


83. Le théorème Il est susceptible d’une forme plus générale, 
comme il a été indiqué au numéro 28, pour les fonctions holomorphes. 


84. Extensions du théorème II’. — Comme au numéro 29, nous dési- 
gnons parle plus petit des nombres net p; et nous supposons|9(z)| 
inférieur à M en des points A situés dans le cercle | |= uw, et qu'il est 
impossible d’inclure dans m circonférences au plus, dont la somme 
des pseudo-rayons n’excède pas 26h. | 

Quitte à changer 9 en 1 — 9, ce qui change M en 1 + M, on peut 
supposer m égal an. On considère le produit de Blaschke ¢(z) relatif 
aux zéros a; de la fonction 9, et l’on remarque que log|v(z)| est supé- 
rieur a7 logh, sauf en des points pouvant être enfermés dans des cir- 
conférences, en nombre nau plus, et dont la somme des pseudo-rayons 
n’atteint pas ach. Donc il existe un point A où log | (s)| est supérieur 
à n logh. Soit B ce point. 

Posons 


La fonction f est holomorphe dans le cercle unité ; au point B, log | /| 
est supérieur à nlogh — logM, donc aussi sur une ligne L issue de B 
et aboutissant au cercle unité. Il suffit maintenant de remarquer que 


. re N I . rte x Z 
|p| est partout inférieur à — (car |¢| est inférieur à 1) pour constater 


FA 


que sur l’arc de courbe L, on a Vinégalité 
log | 9 | <M—n logh =M’. 


L’arc L traverse la couronne 
LÉ 8 peed 


Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3. 26 
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D'où l'application du théorème II’, qui conduit à l'énoncé suivant, 
valable pour les fonctions 9 et 1 — 9. 


Tuéorème II. — Soit 9(s) une fonction méromorphe dans le cercle 
unité, et prenant n fois la valeur o, p fois la valeur 1, q fous la valeur x. 
On suppose que |® | est majoré par M en des points A intérieurs au cercle 
|s|=u, qu'il est impossible d’enfermer dans des circonférences, en 
nombre m au plus (m est le plus petit des nombres n, p) et dont la somme 
des pseudo-rayons n'excède pas 2eh. Alors on a l'inégalité 


(26) (1—|5|)(1—u)log|p(s)| KA(n+p+g) + klogM — km log I + A 
(k numérique positif), 
de Pres 4 i ae 
sauf pour des points z intérieurs aux cercles d'exclusion \ (æ : =) 
Remarque. — On peut remplacer l’inégalité (26) par une inégalité 
plus précise, analogue à l'inégalité (11) du théorème III. 


85. Il est à peine besoin d’indiquer que le théorème IV s’étend de 
suite à une fonction méromorphe 9, prenant 7 fois la valeur o, p fois 
la valeur 1, et q fois la valeur æ. Si| 9) est inférieure à M en m+1 
points fixes (m est le plus petit des nombres », p) intérieurs au cercle 


31 =u, et dont les pseudo-distances prises deux à deux, sont au 


. , Ce th , °42 
moins égales a, on a l’inégalité 


(1 —u)(1—|5|)log|9(s)|<A(n+-pt+q) + k log M 4-h-- km logo, 


Re LP : ret « : A I 
saul pour des points z intérieurs aux cercles d’exclusion v(æ, =) . 
100 


Nous terminons sur cette propriété, les extensions aux fonctions 
méromorphes de certaines propriétés du module des fonctions holo- 
morphes, et passons à un problème plus important, celui relatif à 


>: . ore . 
indice caractéristique. 
Il. — Limitation de l’indice caractéristique. 


86. La fonction ¢(s) étudiée ici est méromorphe dans le cercle 
unité, où elle prend n fois la valeur o, p fois la valeur 1, ¢ fois la 
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valeur oo. Son module est majoré par M en des points intérieurs au 
| 1 A , 
cercle |3|== 5 ne pouvant être enfermés dans des cercles dont la 


somme des pseudo- “rayons n'excède pas a. 


La limitation de l’indice caractéristique s’opére en deux temps, 
comme pour les fonctions holomorphes. 

Un premier cas est celui où la dérivée 9 Hi pas trop petite 
partout hors des cercles d'exclusion v(osr, 20 ; — dans le cercle 
13} = 0,8. Pour fixer les idées, comme pour les fonctions holomorphes, 
on suppose qu'en un point au moins de ce domaine, | 9’| est supérieur 


à 0,1. On montre l’existence d’un point d’affixe x (qu’on peut supposer 
réelle et positive) hors des cercles d'exclusion, et en lequel on a 


IP(x)I<Mæ+r, | 9'(x)|20,1, 
on opére la transformation 
7 (z A 
ri — BX 


et l’on applique le théoreme A. 

Désignons par ® la transformation de 9; la nouvelle origine n "est 
pas un pole pour la fonction D. Comme pour les fonctions holomorphes, 
Ta, ®), donc a fortiort m(1, ®), est majoré par 


k(n p+) + klogM + klog—— + k, 


par application de l'inégalité (x). 

Dans le retour au plan = se produit un incident supplémentaire. 

En effet, la comparaison de T(1,F) et de T(r, /) est celle de deux 
indices m. Ici, il s'ajoute les indices de densité N relatifs aux pôles, ce 
qui complique légèrement la comparaison. 

La comparaison des indices m(1, ®) et m(r, ¢)'s’effectue comme 
pour les fonctions holomorphes, et l'on a, dans ce premier cas, |’iné- 
galité 

mr, 9)<h(n+ pa- gy k log M + % log —— “eh. 


87. L'étude du deuxième cas s elfectue exactement sur la même 
base que pour les fonctions holomorphes. Aucun raisonnement supplé- 
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mentaire n’est nécessaire pour passer au cas de la méromorphie ('), 
mais, comme dans le premier cas, il n’est pas possible d'obtenir autre 
chose qu’une limitation de l'indice m(r, 9), celle-ci est la même que 
la précédente. 


88. Résumons dans le 


Taéorème VIII'. — Soit p(s) une fonction méromorphe dans le cercle 
unité et y prenant n fois la valeur o, p fois la valeur 1, q fots la 
valeur ©. On suppose que |®| est inférieur à M en des points intérieurs 


T . . . 
au cercle |3| = -; et qu’il est impossible d’enfermer dans des cercles 


PR 2e Es. 
dont la somme des pseudo-rayons n'excède pas ==: Alors on a l'iné- 


galité 
(27) mr, 9) <k(n + p+) + klogM + klog—— + k. 
_89. Application à l'indice caractéristique. — Soit 9(3) une fonc- 


tion méromorphe dans le cercle unité, prenant n fois la valeur o, 

p fois la valeur 1 et q fois la valeur «. On pose Ÿ = —- Des deux 

fonctions 9, Y, l’une d’elles est inférieure en module à 1 dans la 

moitié au moins du cercle | 3 | = 23 nous supposerons que c’est o. On 

peut appliquer à cette fonction l'inégalité (27,), où l’on fait M— 7. 
Passons à l'indice caractéristique de la façon suivante : : 


es ee 
Lorsque rest supérieur a 57 ona 


N(r, 9) — NC e)=f OR) dt + n(o) logar, 
: 1 


n(o) est l’ordre de multiplicité de l'origine en tant que pole (o si 
l’origine n’est pas un pôle). On déduit de suite de cette formule que 


N(r, 9) — N(2 ) est majoré par 4g (k numérique positif). 


(1) Sauf cette remarque très simple : aucun point hors des cercles d'exclusion 


I 
Y( 9, 1, >; =) » n’est un pole pour la fonction 9. 


ae XXE! Fs 
EDEN 
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Additionnons N(r, 9) aux deux membres de l’inégalité (27); on a 
une limitation de T(r, +). 

On passe à celle de T(r, Y) en utilisant la formule de Jensen- 
Nevanlinna 

T(r, $)= T(r, 9) + log | c(Y) |. 

D’ou le 

Tutortme IX. — Soit (2) une fonction méromorphe dans le cercle 
unité, et prenant n fois la valeur o, p fois la valeur 1, q fois la 
valeur ©. Son indice caractéristique satisfait, pour r supérieur à ~, 

2 

à l'inégalité 
I 


+ k +), 
Diy 


(28) T(r,9)<k(n+p+q)+klog 


k est une constante numérique positive, qui n'a pas partout la même 
valeur; À est une des quantités 


N(e); N(i ni + log | ¢(9)|.- 


Rappelons que c(¢) est le premier coefficient du développement de 9 


en série de Laurent, aux environs de l’origine. 


: oe . I 
Si l’origine est hors des cercles d’exclusion (>, =) 


Remarque. 
/ 
ou Y(e; =); alors le terme NE +) ou N(33 zy rentre dans le terme 


k(n+q). 


CHAPITRE V. 


LES QUANTITES O, I, 00 SONT REMPLACEES PAR LES QUANTITES 4, Diets 


90. Fonctions holomorphes dans le cercle unité, prenant » fois la 
valeur a, p fois la valeur ?. — Soit g(s) une telle fonction. On revient 
aux fonctions / étudiées aux deuxième et troisième Chapitres en posant 


els)—a 


Re 


On désigne par à la plus petite des distances des images sphériques 


14 
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prises deux à deux des trois valeurs : a, b, ©. On a alors 
k k 
lal<s [bI< yet |b a> ke. 


Par suite, si l’on suppose que |g(s)| est inférieur à M en certains 
"s : er 1 M k 
points, | f(s)| sera, en ces points, inférieur à £ = + =: 
Les hypothèses faites au deuxième Chapitre sur la constitution de 
ces points permettent de déduire des propriétés de la fonction f. 


Partout où, dans ces propriétés, figure la quantité / logM, cette quantité 
doit être remplacée par 
klogM + klog à + k. 
Retour à la fonction g. — Elle se fait avec la formule 
g=(b—a)f+a, 
d’où l’on déduit 


(29) log | ¢| <log| f| + logs + A. 


91. Exemples. — Ainsi le théorème II donne le 


THÉORÈME X. — Soit g(s) une fonction holomorphe dans le cercle 
unité et prenant n fois la valeur a, p fois la valeur b. On désigne par à 
le plus petit des côtés du triangle sphérique déterminé par les images, sur 
la sphère de Riemann, de a, b, «. 

St le module de g(z) est inférieur à M en des points intérieurs au 


I 4 P 
cercle |=|= ;; ne pouvant être enfermés dans des cercles dont la somme 


à +7 LE , 2e 

des pseudo-rayons est inférieure à —— dans le cercle |z|=r, on a 
. 00 

l'inégalité ; 


(1—7r) log| g(s)|<A(n+p)+hk log M a k log ; + À. 


Le théorème III, et par conséquent les théorèmes IV, V et VI se 
généralisent de la même facon. 


rs % vhs jee 
J2. L'extension du théorème VIII nécessite une étude comparative 
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de T(r, f) et de T(r, g). Elle se déduit immédiatement de l’inéga- 
lité (29). Par suite : 


Dans les notations et hypothèses du théorème X, l'indice caractéristique 
est majoré par l’ expression 


pel 
k(n+ p) + klogM + k log à pee à 


93. Fonctions méromorphes dans le cercle unité, prenant » fois la 
valeur a, p fois la valeur b, ¢ fois la valeur c. — Soit Y(z) une telle 
fonction. On revient aux fonctions étudiées au Chapitre IV, en posant 


__Ÿ—a b—a 
EVE De 


Le choix de la correspondance de l’ensemble des trois valeurs a, 6, c, 
aux trois valeurs 0, 1, 0, est arbitraire, de sorte qu’à une fonction J 
correspondent six fonctions ©. 

Il faut remarquer ici que dans les théorèmes faisant intervenir le 
module de œ(z), limiter supérieurement ce module en certains 
points A, c’est imposer à 9(s) de ne pas trop se rapprocher de la 
valeur æ en ces points. Donc la correspondance pour Ÿ(:) devra com- 
porter l’obligation, pour cette fonction, de ne pas trop se rapprocher, 
en les points A, soit de a, soit de b, soit de c; par exemple de c. 

A partir de cette base, on obtient aisément une limitation supérieure 
de |o(z)| hors les cercles d’exclusion relatifs aux pôles de la fonction 9, 
c’est-à-dire aux points où la fonction initiale Ÿ prend la valeur c. 

On passe ensuite sans difficulté à une limitation inférieure de la 
distance sphérique qui sépare d de c. Dans cette correspondance, le 
plus petit des côtés du triangle sphérique constitué par les images, 
sur la sphère de Riemann, de a, b, c est désigné par ©. 

Supposons que la distance sphérique de d ac est au moins égale 


=; points qu'il est impossible 


à ‘i en les points A du cercle || = 


d’enfermer dans des cercles dont la somme des pseudo-rayons n’atteint 


pas 2¢.. On trouve ainsi que dans le cercle |s|==7, la distance 
100 
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sphérique d qui sépare Ÿ de c obéit à la limitation 
+ 
(1—r)d<k(n+p+ q)+ klogM + k log à + k — kg log, 
sauf pour des points z inclus dans les cercles d’exclusion y(c, h). 


94. Extensions analogues des autres théorémes. — Sans faire 
d’hypothése sur la distance sphérique, en certains points A, de la 
fonction étudiée 4 à l’une des quantités a, b, c, nous allons chercher 
à majorer T(r, d). Ce problème aura d'importantes conséquences dans 
la deuxième Partie de ce Mémoire. 

Il s’agit en somme de passer de la limitation (28) ou (27), valable 
pour la fonction 9, à une limitation T(r, d). 

Nous désignons toujours par à le plus petit des côtés du triangle 
sphérique constitué par les images de a, b, c. Soit c la quantité qui a 
le plus grand module, parmi a, b, c. Les modules de a et 6 sont alors 
C—O 
c—b 


On ordonne ensuite a et b de façon que la fonction © = 


ph: Sol 5 : k x 
inférieurs a 3 Le rapport | est compris entre = et katt 


~p—a.c—a 
Y—b'e—b 


I 
= 
En vertu du théorème VIII’ (n° 88), l'indice m(r, o) satisfait alors 


à l'inégalité (27), où l’on fait M=1. Par suite des limitations 


C— «a ’ . 
de — |» on constate que l'expression 


soit inférieure en module à 1 dans la moitié au moins du cercle || = 


at floes À 


k 3 . o 
Lot Ba QE loss $5 


majore m(r, yas 3): 


~—b 
I ae wt b—a 
b—b”~ b—a toe : 


* I _ 4 Le ‘ k # & A 
Comme Easy est inférieur à 3” on en déduit que la même expres- 


Or,on a 


sion (30), mais avec une valeur différente de la troisième constante 


numérique #, majore aussi mr, ve ~ 5) 
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. re , I 
Supposons maintenant r supérieur à ni 


Remarquons que T(r, 53) —T(: Fan) est inférieur ou égal 
à mr, 1 =)+ [NCr, Tr) NC, 73) | et que ce dernier cro- 
chet (voir le raisonnement au numéro 89) est inférieur à #p. 

Donc T(r, 53) Ze 1(;; v5) est encore majoré par une expres- 
sion (30). 

On passe de là à l'indice T(r, J) en appliquant la formule de Jensen- 

2 4 . we » ny I 
Nevanlinna, qui montre que l’expression T(r, 4 — b) — ee y— b) 
est identique a la précédente. 

Comme T(r, ) — db) — T(r, Y) est majoré par log | b| + log2, puisque 
les indices m entrent seuls en jeu dans la différence, et comme | b| est 
inférieur a £ l'expression (30) majore encore Tr, )) — T( +) 

D'où le 

Taéorème XI. — Soit )(s) une fonction méromorphe dans le cercle 


unité et prenant au plus m fois chacune des valeurs a, b, c, dont les 
. us . = Ê 5 es 
distances sphériques prises deux à deux sont au moins égales à 9. 


AE QUE Paik as 
Lorsque r est supérieur à =; on a l’inégalité 


I 


I 1 
(31) T(r,d) < Am + k log es os klog = + À + Ti +), 
k désigne une constante numérique positive, qui n’a pas nécessai- 


rement partout la même valeur. 


Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3. 29 
14 x 
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DEUXIÈME PARTIE. . 


DISTRIBUTION DES VALEURS D'UNE FONCTION MÉROMORPHE 
DANS LE CERCLE UNITE. 


CHAPITRE I. 


FONCTION MEROMORPHE ®(3) NE PRENANT PAS PLUS DE 7% FOIS CHACUNE 
DE TROIS VALEURS DONNÉES @, D, c. 


95. Nous nous posons ici le problème suivant : donner une limite 
supérieure du nombre des zéros de 9 — « dans le cercle \x|=—r. 

Les résultats qui seront obtenus précisent ceux d’un mémoire 
récent (‘) et seront utilisés ensuite dans une étude des cercles de 
remplissage des fonctions méromorphes dans le cercle unité. 

Nous désignons par à le moindre des côtés du triangle sphérique 
constitué sur la sphère de Riemann, par les images de a, b, c, et dis- 
tinguons deux cas : 


96. Premier cas. — // existe une valeur fixe w telle qu'en tous 
. . ; I ) 
les points A situés dans le cercle |x|— 5’ hors des cercles d’exclu- 


sion 1(a, oan age » la distance sphérique de 9 à w est inférieure ae”. 
On désigne par T l’une des six transformations 


s—a b—a I 


(T,) Oa RE ay RIAL Se: tes Le : 
(Tat ee (TOILE 
1 2) > / A 
Z : 4 I 
(BEL a (Ts) L,= 


(*) UL. Mizvoux, Fonctions méromorphes dans un cercle (J. de Math. pures et appli- 
quées, 1938). 


FAR EPENR 
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Elles transforment le groupe (a, b, c) en le groupe (0, 1, 2). 

Quitte à échanger T, et T,, on peut toujours supposer que T, trans- 
forme w en une quantité Q, de module inférieur ou égal à r. 

Nous nous proposons de majorer n(r, «), nombre des zéros de 9 — « 
dans le cercle |z|=—r. La transformation T, change « en 5,. Ou bien 
le module de 8, est inférieur à 2, et alors nous conserverons la trans- 
formation T,, ou bien les deux transformations T, et Y, changent a 
en 3, et 8, de module inférieur à 2. Nous choisirons alors parmi ces 
deux transformations celle qui transforme «w en une valeur de module 
inférieur à 2. 

En résumé, xl existe une trans formation T changeant w en une valeur 
de module inférieur à 1, et une quantité donnée a en une quantité 8 de 
module inférieur à 2. Quitte à changer l’ordre des lettres a, b, c, on 
peut supposer que c’est la transformation T,. 

Nous choisissons un point A quelconque, mais cependant distinct 


9 A c aac I 5 A 
d’un zéro de p— x et intérieur au cercle Fate a considérons la trans- 


formation conforme du cercle unité du plan x sur le cercle unité du 
plan X de façon que le point A et la nouvelle origine se correspondent. 
Soit ® la fonction se déduisant de 9 par la transformation T, , fonction 
considérée dans le plan Z. A l’origine, la fonction ® est inférieure en 
module à #4, constante numérique (on peut prendre 2) puisque la 
distance sphérique de 9 à w est inférieure à e!° et que Q, correspon- 
dant Aw, a son module inférieur à 1. 

La fonction ® est inférieure en module 44 non seulement à l’origine, 
mais encore dans tout le domaine A du plan Z, qui correspond à l’inté- 


6 os I , ; 
rieur du cercle |s|—=w >; dont on a enlevé les cercles d’exclu- 


sion 1(4 byt; =): Il est manifeste que le domaine A, qui s’étend 
d’une façon continue à partir de l’origine du plan Z jusque des points 


I . A , 
du cercle |Z|=— > au moins, ne peut être enfermé dans des cercles 


e 


- On peut donc 


. y ive < 109 
dont la somme des pseudo-rayons est inférieure à —— 


appliquer le théorème VIII’, qui donne ici 


m(R, D) < Am +k + K log — FR 
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Passons à l'indice caractéristique en ajoutant N(R, ®), lequel 
est majoré par km, car l'origine est hors des cercles d’exclu- 


sion y(o, 1, «©, —-)- Et ensuite passons à T(R, ® —$), majoré 
Re ? 100 


encore par km + k + k log - — R; puisque | B| est inférieur à 2. Enfin, 
la formule de Jensen-Nevanlinna donne une limitation de T(R, sa) 


donc a fortiori de N(R, 5) Cette borne est 


km +k + klog — — klog|®(0) — 6]. 


On peut remplacer |®(o) — {| par la distance sphérique de ®(0) 
à 8, ce qui conduit à comparer à la distance sphérique de (A) à «. 
La comparaison a déjà été faite. Elle est d’ailleurs très élémentaire, et 
l’on trouve ne le rapport de ces distances sphériques est compris 


entre £63 Aye 5 - Ce qui donne la limitation suivante : 


(32) N(R, 6) < Am + & + k log - 


I 
Rt los 5 + Eloge 


a, @(A)] 
6[u, | désigne la distance sphérique de deux quantités u et o. 
En particulier, si l’on pose 


1— R’=2(1—R), 


on déduit de la limitation précédente que n(R’, 8) est majoré par le 
second membre de l'inégalité (32) divisé par Basse On repasse 
—lz| 
a TXT 
entre deux constantes numériques. D'où paahagent la limitation 


ensuite aisément au plan x en remarquant qu'ici ———— est compris 


(33) (1—r)n(r, a)<km-+ k+ klog - — + klog 5 + log — 


Ca, A 


97. Deuxième cas. — supposons que le FEES cas ne se ren- 
contre pas. 


Désignons par D le domaine intérieur au cercle |a|= *, hors des 
5. | 


cercles d'exclusion 1(a, b,c, a 
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Il n’existe pas de valeur fixe w dont les distances sphériques à toutes 
les valeurs de + prises dans D soient inférieures à e—”. 
D’après sa constitution le domaine D ne peut être enfermé dans des 


a I I 
cercles dont la somme des pseudo-rayons n’excéde pas - — —- Il est 
2 100 


manifeste qu’il existe un domaine D’ extrait de D non nécessairement 
d’un seul tenant ne pouvant étre enfermé dans des cercles dont la 
somme des pseudo- rayons est inférieure à une constante numérique À, 
et tel que les images sphériques des valeurs de 9 prises dans D’ sont 
situées dans un cercle de rayon 0, I. 

En effet, s’il n’en est pas ainsi, on peut balayer toute la bites de 
Riemann avec un nombre fini # de cercles de rayon o, 1, et il corres- 
pond un nombre fini de domaines D’, pouvant étre enfermés dans leur 
totalité en des cercles dont la somme des pseudo- rayon? est inférieure 


a kX. Il y a contradiction dès que 4A n’atteint pas - eue 
100 


Dans le domaine D’, on peut toujours trouver un point À tel que la 
distance Ô[a, ?(A)] Breede e~™, sinon, on établirait de proche en 
proche, dans tout le domaine D, l'inégalité 


0(P o)<e™, 
et l’on retomberait dans le premier cas. 
On opère alors, comme dans le premier cas, deux transformations 
homographiques : l’une sur la fonction 9, l’autre sur x. Les raisonne- 
ments sont les mémes, simplifiés du fait que o[a, o(A)] n'est pas 


très petit. On établit de la même façon que plus haut l’inégalité (33), 
simplifiée par la suppression du dernier terme du deuxième membre. 


98. Complément à l'étude du premier cas. — On peut aussi choisir 
comme point A le point le plus proche de l’origine, mais cependant 
hors du cercle |x| = D en lequel on a 

d[a, p(A)]> e 7. 
Désignons par u le module de l’affixe de A. Il est manifeste que 
l'inégalité 

Ô[o, p(x)] Ke” 


est vérifiée dans le cercle [x )— «. 
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On recommence à nouveau les transformations du premier cas. 
On obtient à nouveau l'inégalité (32) simplifiée par la suppression de 
son dernier terme. Mais le passage au plan æ est un peu plus com- 


poe le rapport + est, en effet, ici compris entre #(1—u) 
Tree ee On en déduit l’inégalité 


MOK G io RET ATE eee + klog =- 


I 
—r)(1—uw) 


99. Résumons dans le 


Taéorème XII. — Sort 9(x) une fonction méromorphe dans le cercle 
unité, et prenant m fois au plus chacune de trois valeurs a, b, c dont les 
distances sphériques prises deux à deux sont au moins égales à 6. 
Soit n(r, «) le nombre des séros de 9 — à dans le cercle |x|=r. 


Fees 
PREMIER cas. — Dans le cercle |x| = u supérieur à - et hors des cercles 

2 . I ’ + . bas F 
d'exclusion 1(4, bre: =x) Voseillation sphérique de la fonction 9 est 


imférieure à e". Alors on a les deux inégalités 


(33) (1—r)n(r—a) < km + k+ klog—— + + klog = + Klog sy 


a) A)’ 


où A désigne une quantité fixe, et à(x, A) la distance sphérique dea à A 


' ote: : at I 2 
(33’) (1—r)(1 He iso ee a OTTER eos Bs" 


(Cette dernière inégalité suppose que wu ne peut être augmenté, c’est- 
a-dire qu’en un cercle de centre O et de rayon supérieur à u, et en 
dehors des cercles d’exclusion, l’oscillation de 9 est au moins égale 
ne") 


. I 
DEUXIÈME cas. — Dans le cercle |x|= 5° hors des cercles d’eaclu- 


: DS : 3 xvi 3 2 
sion (a, ae, aa oscillation sphérique de la fonction atteint ou 


dépasse e". On al ’inégalité 


(34) (1—r)n(r,a)<km+=k + À log — = + klog à: 


ua 
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Remarque. — Dans le premier cas, on peut introduire le théorème 
de Rouche. En effet, considérons la fonction d = emai w désignant 


Pune des valeurs de la fonction + dans le domaine où elle ne varie pas 
beaucoup; on peut supposer, pour fixer les idées, w inférieur à 1 


(quitte : à changer 9 en =): 
Il existe un cercle |æ|=u', avec 1—w' = 7 (x —u) échappant 


entièrement aux cercles d'exclusion. Dans ce cercle, le nombre des 
zéros de Y — B est indépendant de 8, pourvu que le module de B ne 
dépasse pas e”. En particulier, il est au plus égal à m, puisque cette 
limitation est acquise lorsque B prend la valeur o. Le nombre des zéros 
de p—« est alors inférieur à m lorsque « ne se rapproche pas trop 
de w (lorsque | « — w | est inférieur à ke"). 


100. Application. — r = =. Alors on a la limitation 


I 
(35) (5 a) <km + k+ klog p+ hog 3 5 
valable dans tous les cas, et résultant déjà de travaux de M.G. Valiron 
(voir fascicule du Mémorial déjà cité). 
Cette limitation va nous servir de point de départ à une limitation 
de n(r, «) d’un autre genre que celle donnée par le théorème XII. 


I Fee É QUE 
Le centre du cercle |s|/= > est l'origine. Pour bien préciser ce 


point, nous le rappellerons en désignant la quantité A al A(o). 


On peut aussi énoncer la propriété suivante : 


7" I 
Dans le cercle C(x) de centre non euclidien x et de pseudo-rayon :; 


le nombre des zeros de o — « est au plus égal à 
I 1 
km + k + k log « a k iS ene era 
Chaque changement de x risque de changer A(z). 


401. Pour majorer le nombre des zéros de ®—x dans le 
cercle |s| — 7, nous remarquerons d’abord que nous pouvons balayer 
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tout l’intérieur de ce cercle à l’aide de cercles C(æ), choisis avec un 


S 


nombre fini de points æ; ce nombre fini est méme inférieur à ——- 


En effet, en prenant æ = re", où 1oÀ est un entier compris 


entre o et —~-» on a une première série de cercles C(a), en nombre 
7 4 


au plus égal à ay, qui balayent toute la couronne. 


n<lsl<r, 
avec 
1—r,=(1—r) (1+ B), 


A et B sont deux constantes numériques positives. 
On recommence avec le cercle | s|=7,, et ainsi de suite. 
Le nombre total des cercles est alors inférieur a 


al I I À A 1+B _ kK 


LPS tae eer Bn tar 


Dans le cercle | z| = r, on aura donc, pour n(r, «), la limitation 


km+k 
eae 


avec 
u=— J logs[a, A(a) |. 


Le nombre des a; est inférieur à - En adaptant a notre probleme 


ye 
un procédé dû à M. Valiron, nous appliquons à cette dernière somme 
le théorème de Boutroux-Cartan sur la sphère de Riemann, rappelé 
au Chapitre I; on en déduit l'inégalité 

hk 


1 
log - 


lee i? 


Lier 


sauf pour des valeurs de «, dont les images sphériques peuvent être 
incluses dans des cercles dont la somme des rayons n'excède pas 2eh. 


102. On peut résumer ces résultats dans l'énoncé suivant, qui 
complète en un certain sens le théorème XII : 
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Tutoréme XII’. — Soit (3) une fonction méromorphe dans le cercle 
unité, et prenant m fois au plus les valeurs a, 6, c, dont les distances 
sphériques sont au moins égales à 6. Alors, dans le cercle [sir le 
nombre des zéros de & — à est au plus égal à l'expression 


By 


| kre + Ho à + + Flog | 


sauf peut-être pour des valeurs de « dont les images sur la sphère de 
Riemann peuvent être incluses dans des cercles dont la somme des rayons 
n'atteint pas 2eh. 


k est une constante numérique positive. 


CHAPITRE II. 


CERCLES DE REMPLISSAGE. 


103. Rappelons et précisons la définition de ces cercles : 


Une fonction méromorphe admet un cercle C comme cercle de remplis- 
sage à indices au moins égaux à net p st, dans ce cercle, le nombre des 
séros de 9 — a est au moins égal an, sauf peut-étre pour des quantités « 
dont les images sphériques sont incluses dans deux petits cercles de 
rayons au plus égaux à e”?. 


Le plus souvent, on fait n =p. 
Nous utiliserons fréquemment la remarque fondamentale suivante : 


St le cercle C n'est pas, pour la fonction ¢ un cercle de remplissage à 
indices au moins égaux à n, on peut trouver trois valeurs a, b, c, dont 
les images sphériques sont distantes deux à deux d'au moins ec, telles 
que la fonction ® ne prend pas plus de n fois chacune de ces valeurs 
dans le cercle C. 


On peut alors appliquer le résultat du n° 100, de sorte que Le 
nombre des zéros de ® — « dans le cercle C' concentrique à C et de rayon 
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3. 28 
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moitié (') est majoré par expression 
(557) An + k+ log» 
2 
où A est indépendant de «. 
Ou encore : le nombre des zéros de 9 — « dans C' inférieur à kn + k, 


sauf peut-être pour des valeurs de « dont les images sphériques peuvent 
étre incluses dans un petit cercle de rayon e". 


10%. Une application importante de cette dernière propriété est la 
suivante : 


Tuéorëme XIII. — Soit D un domaine qu’on décompose en une infinité 


dénombrable de domaines partiels D,, D,, ..., Dn, ..., lesquels 
sont englobés dans des cercles C,, C,, ..., C,, ..., on construit les 
cercles C,, C:,..., Cm, ..., concentriques et de rayons doubles, et l’on 


désigne par A le domaine balayé par les cercles C,,. 
A chaque valeur de m on fait correspondre une fonction, A(m) 
augmentant indéfiniment avec m, de façon que la série 


(36) ae 


converge et même ait une somme numériquement faible, par exemple 
PUS a 
inférteure à —- 

J 10 

On suppose qu'une fonction 9(3) méromorphe dans A, n'admette 
aucun cercle C,, comme cercle de remplissage à indices au moins égaux 
à (m). Alors pour une infinité de valeurs de a indépendantes de m, et 


d'une façon plus précise pour des valeurs de a dont les images sphériques 
sont telles que leurs complémentaires sont incluses dans des cercles dont 


. pling om A 
la somme des rayons est inférieure à = le nombre des séros de $ — « 
Le) 


dans C,, est inférieur à kA(m) +k, 


Il suffit d'appliquer à chaque couple C,,, C’, la dernière remarque 
du n° 103, après avoir remplacé n par A(m). 

al ctr Poca hs ge trees Sms mamie mberste ll 

(') Il mest pas nécessaire que C soit concentrique : si C est intérieur au cercle unité, 

on peut prendre pour C’ le cercle de mème centre non euclidien et de pseudo-rayon moitié. 
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Cet important théorème s’appliquera surtout dans sa contre-partie : 
nous choisirons A(m) de façon que la conclusion soit fausse; d’où 
alors résulte qu’un cercle C,, au moins est cercle de remplissage à 
indices au moins égaux à A(m). S’il est avéré que la conclusion est 
fausse pour une suite infinie de cercles C,,, c’est qu’il existe une suite 
infinie de cercles C,, qui sont cercles de remplissage à indices au 
moins égaux à A(m). 


105. Considérons une fonction méromorphe dans le cercle unité, 
et partageons d’abord l’intérieur de ce cercle par des couronnes 
circulaires de centre O, telles que les rayons > et r’ des cercles 
extrêmes satisfont à la condition r—7’=w(1—r). 

On suppose que w dépend de 7, et, pour fixer les idées, est inférieur 
à une constante numérique assez faible, par exemple 0,1. On constate 
aisément que l’on peut balayer une telle couronne circulaire avec 
des cercles C’(w) de pseudo-rayon w, en nombre au plus égal 


s 


oes (A numérique). A chaque cercle C(w) ayant même centre 
non euclidien que C’(w), on associe un nombre n dépendant de r, 
mais non de C(w); et l’on suppose que © n’admet pas C(w) comme 
cercle de remplissage à indices au moins égaux an. Alors le nombre 
des zéros de 9—«x dans la:couronne circulaire r'r est inférieur 
à En +k kn 


Css) LS Fe) 


dépasse une constante numérique), sauf peut-étre pour des valeurs 


(ou plus simplement a » Si l’on suppose que n 


de « dont les images sphériques sont incluses dans des cercles dont la 
somme des rayons d(r) satisfait à l’inégalité 
(37) d(r) < LEECH pom, 

4 Lo ONBLE=/N) 

Ceci posé, choisissons un système de quantités ,, &,,...,0,..., 
non croissantes, de facon que les quantités correspondantes 7,, 
r,,...,r,, ... tendent vers 1 (') et associons aussi des nombres n,, 
n,,-..,n,,...,tendant vers l'infini; nous supposons que les propriétés 


(1) Cette condition est réalisée si la série D w, est divergente. 
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5 A LI —— ! > —— 
précédentes sont vérifiées dans chaque couronne 7,17, 7,7. 
Nous désignons par n(t) une quantité non décroissante et par w(t) 
une quantité non croissante, coincidant respectivement avec 7, et @),1, 


lorsque ¢ vaut r,. 
~ Il est manifeste que la condition relative a la série (36) sera vérifiée 


si l’intégrale 
1 nil) 
1— i RUES a 
», Ole) (a— Et) 


est convergente; en elfet, d(r,) est inférieur à la portion de l'intégrale 
correspondant à |’intervalle r,_,r,, multipliée par une constante 
numérique. 

On pourra toujours choisir 7, de façon que [ soit inférieur à =. 
Nous avons donc la propriété suivante : quel que soit l'indice p, il 
existe une infinité de valeurs de « indépendantes de p, telles que le 


nombre des zéros de 9 — x situés dans la couronne r,_,r, est inférieur 


ws La part de ces zéros dans le calcul de N(R, «) (lorsque R 
Oy ad” 1 


dépasse r,) est inférieure à 


Any R= Pp phe, 


Dy LA Wy 
Régularisons au besoin la décroissance de w en imposant au rapport 
de deux w consécutifs d’étre compris entre deux constantes numé- 
riques. C'est tout naturel, puisque la série do, doit diverger. Dans 
ces conditions, notons que la part précédente est inférieure à 


kr, 


plies! Bava, € ou je 
(1 — TE np) 


et, par suite, la part des zéros de 9 — x compris entre 7, et R dans le 
calcul de N(R, x) est inférieure à l'intégrale 


R 
| CAT CERN" 
kf RENTE D 


La part des zéros antérieurs à r, est inférieure à une quantité 


- . (gs I « 1 
fixe : n(r,, a) Log Rappelons que le nombre des « satisfaisant a 


nd 
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cette propriété est infini. Il nous suffit d’ailleurs de trois quantités « 
prises dans ce groupe; choisissons-les distinctes de (0), et opérons 
une transformation homographique sur 9, destinée à les envoyer dans 
le groupe o, 1, ©. Comme dans chaque cercle de la sphère de Riemann, 
ayant pour rayon = il y a au moins un a, on pourra donc supposer 
que les distances sphériques de ces trois « sont supérieures à une 
constante numérique. 

Appliquons alors le théoreme A [avec remplacement, au besoin, 
de 9'(o) par c[9’(o)] si l’origine est un zéro de +] à la fonction ® 
déduite de + par la transformation précédente. Après retour à la 
fonction 9, on obtient l’inégalité 


D 


T(R, 9) <kI(R) + k +24 klog —, 


ou 4 est une quantité fixe, indépendante de R. 


D'où l’énoncé suivant : 


Tutortme XIV. — Soit 2(3) une fonction méromorphe dans le cercle 
unité; w(t) et n(t) deux fonctions, la première non croissante, la 
deuxième non décroissante satis faisant à la convergence de l'intégrale 


ean 
| aie a nt 


La décroissance de w(t) est supposée assez régulière pour que, en 
posant r’—r=(1—r)w(r), le rapport MES soit inférieur à une 
constante numérique. 

Si aucun cercle de remplissage à indices au moins égaux à n(r) et de 
pseudo-rayon w(r) ne peut être trouvé, empiétant sur la couronne rr’, 
alors on a Vinégalité 


(38) 1R)= f ee > AT. 9) —k—1— klog- — 


où À est une quantité fixe, indépendante de R. k est une constante 
numérique. 


106. Première application : » est constant. — On constate de suite 
AS 
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que l'intégrale I est convergente si l’on choisit 


I 


n(t)=3 log —— 

et . 
I 
I( Rs ms oS TRI 
d’où le 
Taéorème XV. — Toute fonction méromorphe satisfaisant à la 
condition 
(39) Fe ik * 
log? 


—T, 


admet une infinité de cercles de remplissage, à indices indéfiniment 
croissants, vus du cercle unité sous des angles tendant vers zéro. 


On sait que si la condition 
(39!) Tape ath 


1 
log 


ET 


est réalisée, alors la fonction 9 satisfait au théorème de Picard dans 
le cercle unité, et il n’est pas possible d'améliorer ce résultat. 
L'existence des cercles de remplissage est-elle aussi assurée pour les 
fonctions (39'), ou un exemple montre-t-il que la condition (39) est 
la meilleure possible? C’est une question que je n’ai pu résoudre; 


existence de cercles de remplissage pour les fonctions (39') semble 
probable. 


107. Etude des fonctions méromorphes d'ordre fini o. — Ce sont 
les fonctions satisfaisant à la condition 


fine ?) = 0 
log : 
SE 


6 est appelé par M. G. Valiron : ordre moyen; p + 1 est l’ordre total. 
Prenons 


n(¢é)=(1—¢)-¥, 
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& étant une constante positive. Il est manifeste que l'intégrale I est 

convergente. Quant à l'intégrale J(R), elle vaut, lorsque w est constant, 
ray py aa 

\ ne dépend pas de R. 

En comparant avec le deuxième membre de l'inégalité (38), on 
constate qu'il y a impossibilité si est inférieur à l’ordre ¢ de la 
fonction 9. 

Donc n(t) surpasse (1—:)°* pour une suite de valeurs de ¢ 
tendant vers 1. On a supposé w constant; mais w est arbitrairement 
petit, et d’ailleurs on peut à la rigueur l’associer à < et ¢ de facon que 
l'impossibilité de l'inégalité (38) subsiste lorsque n(¢) est inférieur 
à (1— tyes, 

D'où le théorème suivant, déjà obtenu différemment par 
M. G. Valiron (') : 


Tutortme XVI. — Toute fonction méromorphe d’ordre à possède une 
suite de cercles de remplissage vus du cercle unité sous des angles tendant 
vers o. Dans l’un de ces cercles traversé par le cercle de centre O et de 
rayon t, le nombre des zéros de 9 — «a est supérieur à (1— t)-***=n, 
sauf peut-étre pour des valeurs de « dont les images sphériques sont 
incluses dans deux petits cercles de rayons e~". 


e est une constante positive arbitrairement petite; on peut la faire 
dépendre de # de façon qu’elle tende vers o lorsque ¢ tend vers 1. 


St l’on considère une suite infinie quelconque de tels cercles de 
remplissage, et si l'on désigne par 2(«) l’affixe d'un zéro de 9 — a 
contenu dans ces cercles, la série 


(4o) DEC ES 
diverge, sauf pour deux valeurs de « au plus. 


On dit pour cela que la suite des cercles de remplissage est une 
suite d'ordre au moins égal à p. On remarquera que si dans la série (40) 


(1) G. Vatiron, Recherches sur le théorème de M. Borel (Acta Muth., t. 52, p. 85). 
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on remplace 9 — € par 9 +1+e, alors la série converge (résultat de 
R. Nevanlinna) pour tous les z(x) situés dans le cercle unité, donc, a 
fortiori, dans la suite envisagée des cercles de remplissage. | 

Cette suite de cercles de remplissage admet au moins un point 
limite, A sur le cercle unité. Ce point limite est tel que la série (40) 
diverge lorsqu'on se borne à y faire figurer les s() situés dans un 
cercle de centre A et de rayon arbitrairement petit. C’est suivant la 
terminologie de M. Valiron (‘), un point de Borel d'ordre au moins 
égal à p. Nous étudierons ultérieurement l’approche des points de 
Borel, en utilisant une méthode différente. 


108. On dit que la fonction + est d’ordre £ et de type maximum si 
lim(1—r)? T(r, p)—=0. 


Sur l’inégalité (38) on constate immédiatement que si la suite de 
cercles de remplissage nés de cette inégalité est d’ordre p (elle est 
d'ordre au moins égal à 9), elle est aussi de type maximum. 

Pour le type moyen (dans la condition précédente on remplace æ 
par un nombre fini) on ne peut rien dire, si l’on astreint w(¢) à tendre 
vers o lorsque ¢ tend vers 1. 


Classe divergente. — La fonction + est dite de classe divergente si 


l'intégrale 
1 
rf T(r, 9)(1— r)e dr 


est divergente. D'après l'inégalité (38), si l’on fait w constant, il en est 
de même de l'intégrale 


the 1— r)e— ar fi moh dt. 


La derniére intégrale es joré 5, ’aprë 
| g | t majorée par = Dn(t), d'après la consti- 
tution des cercles C(w), lesquels ont approximativement pour 
rayon (1 —1). La somme yr s'étend depuis r, jusque r; en sup- 
ap ath RU omis nit + te hod se tne SNA RE NS 


(1) G. VALIRON, Points de Picard et points de Borel des fonctions méromorphes dans 
un cercle (Bull. des Se. Muth., t. 56, janvier 1932, p. 1-22). 
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posant 7, supérieur à 0 on peut diviser par £, et alors Dn(t) n’est 
autre que n(r, «)— n(r, a), l'indice n'ayant ici la signification clas- 
sique; il est entendu qu'ici on ne considère que les zéros de © — 
situés dans les cercles C(w), et l’on prend seulement un cercle par 
valeur de # (avec sauts brusques de ¢, comme il a été indiqué plus 
haut). Ceci nous montre que l'intégrale 


f n(r, a)(1—r)? dr 


est divergente, sauf peut-être pour deux valeurs au plus de «; d’où le 
résultat suivant (w est arbitrairement petit) : 


Si la fonction + est d’ordre p et de classe divergente, il existe une 
suite de cercles de remplissage, vus du cercle unité sous des angles 
tendant vers o, suite qui, si elle est d’ordre p, est de classe divergente. 


109. Fonctions méromorphes d'ordre nul ou infini. — Ces résultats 
s’étendent à ces fonctions, à condition de remplacer le mot ordre par 
ordre précisé. 

Pour les fonctions d’ordre nul, il est bien entendu que nous ne 
pouvons atteindre ici que les fonctions (39). On peut par exemple 
étudier les fonctions satisfaisant à la condition 


Tag) 


log? as 


lim =o; 


où p est un nombre supérieur à 2. 
Il est immédiat, sur l'inégalité (38), que n(t) ne peut être (pour w 


constant) toujours inférieur à log’ — 

Observations analogues pour les fonctions d'ordre infini; on cons- 
tate de suite, sur l'inégalité (38), l'existence d’une suite de cercles de 
remplissage d'ordre infini. Pour introduire d’intéressantes précisions, 
on pourra utiliser un travail récent (!), où les propriétés de l'ordre £(r) 


sont étudiées avec beaucoup de détails. 


(2) Kine-Lar-Hione, Sur les fonctions entières et les fonctions méromorphes d'ordre 
infini (Thèse, J. de Math., t. XIV, 1935, p. 233-307). 
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fase. 3. 29 
1€ % 
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Indiquons seulement ici une propriété relative aux fonctions d’ordre 
infini pour lesquelles nee 
Tm los og a =). 


toy 0 


log 


Il y a impossibilité de satisfaire à linégalité (38) si l'on prend 
(w constant) 


PE œ t 
iim loglogn(t) <p 


110. Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés à des cercles de 
remplissage au point de vue du nombre des zéros de ç — « dans ces 
cercles; de la sorte, nous délaissions le rôle de.la fonction w(t), en la 
prenant constante. Un point de vue diamétralement opposé consiste en 
le problème suivant : étude des suites de cercles de remplissage à plus 
petits rayons possibles; cette fois, c’est le rôle de n(t) qui est délaissé; 
mais bien entendu, pour que le théorème de Picard soit vérifié dans la 
suite de cercles de remplissage étudiée, il nous faudra faire tendre n(¢) 
vers l'infini; c'est aussi, du reste, une condition nécessaire pour que 
l’integrale I converge. 

Abandonnons les fonctions d’ordre nul ou infini (elles peuvent aussi 
être étudiées à ce point de vue) et intéressons-nous uniquement aux 
fonctions d'ordre fini. 

Choisissons pour w(t) la fonction 

w(t) =(1— ya, 
£ étant une quantité positive fixe, arbitrairement petite; quant à n(t), 
son choix est astreint à la condition de convergence de l'intégrale I; et 
cette condition est assurée si l’on prend 


n(t)=(1—t)-. 
On pourrait aussi choisir une fonction plus petite (p + 2)log — 


Dans ces deux choix, il est manifeste que I converge, et que l’iné- 
galité (38) n’est pas vérifiée. D'où le 


Turorèue XVI. — Toute fonction méromorphe d'ordre fini possède 
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une suïte infinie de cercles de remplissage à indices indéfiniment crois- 
sants. St r désigne le module de l'affixe du centre d'un quelconque de 
_ ces cercles, ce cercle est vu du cercle unité sous un angle inférieur à 


€ 
? 


(ane 


£ étant une constante positive arbitrairement petite. 


111. Toutes ces propriétés sont parallèles à celles des fonctions 
méromorphes dans le plan. Ainsi, toute fonction méromorphe dans le 
plan d’ordre fini » possède une suite infinie de cercles de remplissage 
à indices indéfiniment croissants, vus de l’origine sous des angles 


e 
inférieurs à 7° (r désigne le module de l’affixe du centre du cercle). 
Pour les fonctions holomorphes, et plus généralement pour les fonc- 
tions méromorphes à valeur exceptionnelle au sens large, j'ai relevé 
l’exposant de Ê ao. Il y a lieu ici de faire une étude analogue. 


Signalons aussi que toutes ces propriétés des fonctions méro- 
morphes dans un cercle s'appliquent, après transformation conforme, 
aux fonctions méromorphes dans un angle. 


412. Nous allons terminer ce mémoire sur l’étude des points de Borel 
des fonctions méromorphes d'ordre fini o. Notre but est de compléter et 
préciser les renseignements obtenus déjà par M. G. Valiron avec 
d’autres méthodes (voir Mémoire cité au n° 107). R. Nevanlinna a 
démontré que si z(a) désigne l’affixe d’un zéro de 9 — x dans le cercle 
unité, la série 


DC 
converge quel que soit a, tandis que la série 
(41) Sl =1s(@) | Jen 


diverge, sauf peut-étre pour deux valeurs au plus de a. 

M. G. Valiron, par un fractionnement du cercle unité en secteurs, 
a établi l'existence d’un point de Borel d'ordre ¢ +1, point où la 
série (41) diverge, si l’on se borne a y faire figurer les s(@) voisins de 
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ce point. Il introduit alors une distinction de ces points en points 
directs et points indirects. Un point A est dit direct si la série (41) 
diverge (sauf pour deux a), lorsqu’on fait figurer les s(a) intérieurs à 
un angle de sommet A dont aucun côté ne se confond avec la tangente 
en A au cercle unité. M. G. Valiron établit dans ces conditions l'exis- 
tence d’une suite de cercles de remplissage d’ordre ¢ + 1. 

Nous allons ici compléter la documentation des points directs, 
l’étendre à une classe plus générale, et attaquer l'étude des points 
indirects. 

Le théorème XIII constitue notre base de départ. Il remplace le 
théorème de M. Rauch, sur lequel s’appuie M. Valiron. 


113. Considérons donc un point A du cercle unité, et un domaine D 
admettant À comme frontière. Ce domaine D est limité par une 
courbe F dont deux arcs viennent aboutir en A. On suppose que cette 
courbe est assez régulière, que les deux arcs admettent en A des tan- 
gentes, et qu’en coupant le domaine D par le cercle |: =7r, on 
obtient un seul arc d’intersection, lequel a un angle au centre infé- 
rieur ou égal à (1 —r)6(7>). Quitte à majorer légèrement 0(r), on peut 
toujours supposer que 9(7) est une fonction décroissante de r. 

Premier exemple, qui servira dans l'étude du point indirect le plus 
général : le domaine D est la partie commune au cercle unité et au 
cercle de centre A et de rayon 7. Les deux arcs de F aboutissant en A 


sont les deux arcs du cercle unité. La fonction 0(7) est inférieure 
Nn 


à : 
nr 


Deuxième exemple, angle de sommet A, limité au voisinage de A, 
et n'ayant pas de côté commum avec la tangente au cercle unité : 
alors 0(r) peut être remplacé par une constante dépendant de la posi- 
tion de l'angle. Cette constante est finie. Cet exemple sert dans l'étude 
des points directs. 


D'autres exemples peuvent être examinés : si le domaine D est 
constitué par un cercle tangent intérieurement en A au cercle unité, 


\ 


; fiver , 
on trouve que Ü(r) est égal à ———, À dépendant du rayon du cercle 
Vi—r 


seulement. On peut imaginer des contours simples tels que les arcs F 
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soient tangents en A au cercle unité, et où (1 —r)0(r) tend vers zéro 
lorsque r tend vers 1, si petit que soit €. 

Ceci posé, nous opérons 1 fractionnement du domaine D par des 
cercles de centre O, et de rayons croissants, r,, r,, ..., 7, ... comme 
il a été opéré au n° 105. Les raisonnements que l’on fait ici sont abso- 
lument identiques. Le but poursuivi est le même. Mais une distinction 


importante est ici à faire, relativement au nombre des cercles C’(w) 


qui balayent la portion de couronne 7'r; où r—r—w(1—r). Ce 
NS ss k6(r 
nombre est en effet ici majoré par sr On suppose encore qu'aucun 


cercle C(w) n’est de remplissage à indices au moins égaux à n; alors 
le nombre des zéros de 9 — « dans la portion de couronne r'r est infé- 


ÆEnô(r) 


rieur à , Sauf peut-être pour des valeurs de «, dont les images 


sphériques sont incluses dans des cercles dont la somme des 
rayons d'(r) satisfait à l'inégalité : 
KG (r) 


G) 


(377) ary "Ae 


La fin du raisonnement est identique à celle du n° 105. On rem- 
place ES d'(r) par sa majorante, l’intégrale 


à ef 9(t)e—"' dt 
I = SST ee rs Ÿ 
o*(t)(1— 6) 


et l’on opère de même pour remplacer |’indice N correspondant an 
par une intégrale minorante. Finalement on obtient l’énoncé suivant: 


TaéorÈME XVII. — Sort D un domaine avoisinant le point A du cercle 
unité et qui sectionne le cercle |z|=r, suivant un arc d'ouverture 
(1—r)0(r); O(r) est une fonction non décroissante de r. Sotent w(t) 
et n(t) deux fonctions de 1, la premitre non croissante et au besoin de 


décroissance assez régulière comme il est indiqué au théorème XIV; la 


deuxième non décroissante, ces deux fonctions assurent la convergence 


de l'intégrale 
ty t el) 6(t) L 
LR MCE eee) 


ee Ss OT 
supposée inférieure à —- 
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Si aucun cercle de remplissage à indices au moins égaux à n(r), et de 
pseudo-rayon w(r), ne peut être trouvé, emptétant sur le domaine D et la 
couronne r'r|r' — galt —r)w(r)], alors on a l'inégalité 


N,(R, « <a fe nat BOY AGA 


N,(R, «) désigne l'indice de densité des zéros de 9 — « situés dans la 
portion r,R du domaine D; à doit être pris non quelconque, mais soumus 
à la condition que son image sphérique soit extérieure à ade pi - 


114. Comme première application du théorème XVII, retrouvons 
les résultats de M. G. Valiron. 

Prenons le cas où 9(¢) est constant, et, d’abord, donnons à w(t)une 
valeur fixe arbitrairement petite. Il est manifeste que l'intégrale I’ 
converge si l’on choisit pour n(t) la fonction (1 — t)-*—'**; quant à J’, 
c'est une fonction inférieure à ÀA(1—t) ** À étant fixe. Il y a donc 
contradiction dès que l’on suppose que la série (41) diverge dans le 
domaine D, pour des valeurs de a ne pouvant être enfermées (en 
image sur la sphère de Riemann) en des cercles dont la somme des 
rayons est inférieure à _ ('). On retrouve ainsi l'existence d’une suite 
de cercles de remplissage d'ordre 5 +1 vus du cercle unité sous des 
angles tendant vers zéro, et ayant leurs centres dans le domaine D (*). 

D'où encore, dans le cas du point direct d'ordre ¢ +1, l'existence 
d'une direction de Borel d'ordre o +1 issue de A. 

La conservation de la divergence dans le type de la suite de cercles 
de remplissage, lorsque la divergence a lieu dans la série (41), 
lorsque < est nul, se démontre comme plus haut. 


115. Les premiers de ces résultats s’étendent plus généralement à 


(1) Plus généralement : en des cercles dont la somme des rayons est non nulle. 

(*) D'après la définition de 2(4) et le mode de décomposition en couronnes circulaires 
successives, il est bien entendu qu'il mest pas nécessaire de prendre deux ou plusieurs 
cercles C(w) attachés à la même couronne; un suffit. Cette re marque s'applique ici dans 


les études antérieures. 


PAT MES 
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des domaines D où 
lim(i—r)ô(r)=0, 


quelle que soit la constante positive ¢ : à! y a encore une suite de cercles 
de remplissage d'ordre pe + 1 tendant vers A, et vus du cercle unité sous 
des angles tendant vers zéro. 

La conservation du type de divergence est plus exigeante et 
réclame des précisions dans la nature de cette divergence; cependant, 
on peut dire qu’à chaque genre de divergence(plus ou moins rapide). 
de la série (41) correspondent des domaines D tangents en A au cercle 
unité, et tels qu’il existe une suite de cercles de remplissage de type 
divergent, et d'ordre ¢ +1. Il n’est pas difficile de créer des exemples, 
par exemple en introduisant des logarithmes. 


116 Points indirects. — Notre méthode nous permet d'aborder 
l'étude des points indirects les plus généraux, aussi facilement que 


celle des points directs. Il suffit de remplacer la fonction 0(r) par —. 


On retrouve alors les conditions du théorème XIV, avec remplacement 
de l'inégalité (38) par 
F ( Ng (Rice) sre 
Les résultats sont les mémes; la connaissance des propriétés 
de T(R, +) est remplacée par celle de N,(R, «) (sauf pour deux 
valeurs au plus de x}, d’où le 


Taéorème XVIII. — Soit A un point de Borel indirect d'ordre ¢ +1 
sur le cercle unité. Il est limite de suite de cercles de remplissage vus du 
cercle unité sous des angles tendant vers zéro. Cette suite est d'ordre au 
moins égal à 9. Si A est de type divergent et st la suite est d'ordres, elle 
est aussi de type divergent. 


117. Toutes ces propriétés font jouer a w(¢) un rôle négligeable : on 
prend w(¢) presque constant, pour se préoccuper d’avoir n((¢) le plus 
grand possible. On peut faire l'inverse, comme nous avons opéré plus 
haut. Signalons simplement le résultat général du n° 16 encore valable 
ici, aux environs d’un point de Borel, direct ou indirect, d'ordre p +1. 
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SUR LES 


EXPONENTIELLES DE POLYNOMES 


ET SUR 


L’ARITHMETIQUE DES PRODUITS DE LOIS DE POISSON 


Par M. Paut LEVY. 


Introduction. — Le premier Chapitre du présent travail a pour objet 
l’étude des séries entières représentant les fonctions de la forme 
F(x) =e?™, P(æ) étant un polynome. Nous montrerons que, même 
en dehors du cas trivial où tous les coefficients de P(x), sauf peut-être 
le terme constant, sont non négatifs, il est possible que la série entiére 
qui représente F(æ) ait tous ses coefficients non négatifs. 

Nous n'avons pas cherché à arriver aussi vite que possible à ce 
résultat. Notre méthode repose sur une relation de récurrence vérifiée 
par les coefficients de la série entière F(a). L’étude de cette relation 
nous à paru assez intéressante par elle-même pour que nous nous 
proposions d’étudier sa solution générale, en faisant d’abord abstrac- 
tion aussi bien des propriétés particulières de la solution liée à F(a) 
que de la possibilité d'utiliser une condition dont nous montrons dès 
le début qu’elle est nécessaire pour que tous les coefficients de F(x) 
soient non négatifs. 

Le résultat fondamental est le théorème II, qui établit l’existence 
des polynomes P(æ) ayant la propriété indiquée et donne le moyen de 
les former : deux conditions nécessaires relatives aux signes des 
coefficients étant supposées vérifiées, il suffit que les coefficients 


Ann. Ee. Norm., (3), LIV. — Fasc. 4. 30 


233 - PAUL LÉVY. 


négatifs soient assez petits. Nous terminerons le Chapitre I par 
quelques remarques sur les polynomes minima, c’est-à-dire ceux dont 
on ne peut diminuer aucun coefficient sans que la propriété consi- 
dérée cesse d’être vérifiée. 
Le Chapitre II est consacré à l'application des résultats obtenus a 
l’arithmétique des lois de probabilité, et spécialement des produits de 
lois de Poisson. Quoiqu'il s'agisse d’une application immédiate, nous 
l'avons séparée nettement, afin de ne pas détourner de la lecture du 
premier Chapitre les analystes que le calcul des probabilités pourrait 
ne pas intéresser. Mais à notre avis c’est cette application qui donne 
au problème traité dans le Chapitre | un intérêt que n’aurait pas un 
problème d'analyse artificiellement posé. D'ailleurs il s’agit, même 
dans le Chapitre II, de questions dans lesquelles, si l’on ne craint pas 
d’exagérer ce caractère artificiel et de masquer l'intérêt véritable du 
probleme, on peut parler le langage de l'analyse pure et oublier 
l'application au calcul des probabilités. 

Les principaux résultats établis dans le présent travail ont été 
énoncés dans deux Notes présentées à l’Académie des Sciences le 
22 mars et le rg avril 1937. 


CHAPITRE I. 
LES SERIES ENTIERES REPRESENTANT LES EXPONENTIELLES DE POLYNOMES. 


i. Énoncés des problèmes étudiés et remarques préliminaires. — 
Le problème dont l'étude est l’objet de ce chapitre, et que nous appel- 
lerons problème fondamental, est le suivant : définir les conditions que 
doit vérifier un polynome réel P(x) pour que la série entière 


(1) FACE) PCR AP AN eee a EURE 
att tous ses coef ficients non négatifs. 
L'addition d’une constante à P(a) étant sans effet sur les signes 


des A,, nous pouvons supposer ce polynome sans terme constant 


(done A,=1). S'il contient au moins un terme non constant, il est 
donc de la forme 


a FETES 5 n2 / 1 
(2) Pte) = af 2 RE 1) ok Ay, xt (p entier > 0; pe Oe 


RAR ee 
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Une condition évidemment nécessaire (mais non suffisante) pour 
notre problème est que a, soit positif; il faut en effet que F(a) 
augmente indéfiniment avec x. Une condition suffisante (mais qui, 
comme nous le verrons, n’est pas nécessaire, si p > 3) est que tous 
les a,, soient non négatifs. Notre théorème II donnera la solution de ce 
problème fondamental; sa démonstration repose sur la résolution d’un 
problème préliminaire : définir les conditions que doit vérifier P( a) pour 
que la série (1) ait au plus un nombre fini de coefficients négatifs. La 
solution de ce nouveau problème repose elle-même sur l’étude des 
propriétés asymptotiques de la suite des À, ; une fois qu’il sera résolu, 
et que nous aurons montré éomment on peut déterminer, lorsque les 
conditions trouvées sont réalisées, un nombre N tel que pour n > N 
on ait A,20, la résolution du problème fondamental ne présentera 
plus de difficulté. 

Nous désignerons par P,,(æ) la somme des termes de P(x) dont les 
degrés ne dépassent pas mm; par P(x) et P,(æ)les sommes des termes 
à coefficients positifs de P(a) et de P,(æx); par à, 6, et o,, (pour m <p) 
les plus grands communs diviseurs des degrés des termes non nuls 
de P(x), P(x) — P,,(x) et P(x) — P,, (x). | 

Nous appellerons condition & la condition suivante : pour tout entier 
m tel que a,, soit négatif, à,, existe et divise m; la condition A’ sera 
définie de la même manière, ¢,, étant seulement remplacé par à,, ('). 

Les conditions & et O', bien que la seconde soit en apparence plus 
restrictive, sont équivalentes. En effet, om divisant 0), sim est multiple 
de à, il l’est a fortiori de ¢,,; donc © entraine &. La réciproque 
résulte de ce que, si & est vérifié, on a é,,=6,, pour m=1,2,..., 
p—t. En effet, en partant de ¢, =p, 0, », ...,0, sont définis 
successivement par la règle suivante : si a, — 0, dd Sa 0; 


(:) Nous précisons que 6» (ou à) existe pour écarter toute ambiguïté relativement 
au cas où m = p, eas où les définitions de 6, et 8, sont dépourvues de sens. Les condi- 
tions & et ©’ ainsi énoncées impliquent done que «yp soit positif, condition évidemment 
nécessaire, non seulement, comme nous l’avons déjà indiqué, pour le problème fonda- 
mental, mais pour le problème préliminaire. 

Pour conserver à notre exposé un caractère aussi élémentaire que possible, nous avons 
évité d'employer le langage de la théorie des idéaux. Les lecteurs qui connaissent cette 
théorie verront aisément les avantages qu’aurail présentés Pemploi de ce langage. 
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On, est le p. g. c. d. de met CE Or, si an, <0, d'après la condition 
&, ce p. g.c. d. n’est autre que 6,, et la définition donnée équivaut 


Best Ons, dur On Sly 0, On est le p..g. c. d. de m et; 
c'est rt la règle qui définit successivement les em , en partant 
de à hy = one p (car a, > 0); on a done toujours D == ans 

- Q..F. D. 


Cette condition &, dont on remarque qu'elle ne pre que de la 
répartition des a,, en trois groupes, contenant respectivement ceux 
qui sont positifs, nuls et négatifs, est la condition nécessaire et suffi- 
sante pour notre problème préliminaire. D’une manière plus précise, 
nous établirons le résultat suivant : 


Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe 
un nombre N tel que l’on ait A,20 pour n > N (et même A, > o si de 
plus nest multiple de 0) est que, pour tout m tel que a,, soit négatif, 
à, existe et divise m (c’est notre condition (Ll). St cette condition est 
vérifiée, et si l’on fait varier les coefficients non nuls de P( 2), pourvu 
que tous leurs modules soient bornés supérieurement, et que l'on connaisse . 
des bornes inférieures positives pour un ensemble de coe fficients compre- 
nant a, et suffisant pour la condition & (‘), on peut déterminer N de 
manière que la propriété indiquée (A,20 pour n > N) soit vérifiée 
d'une manière uniforme pour l’ensemble des polynomes P(x) ainsi 
obtenus. 


La démonstration du fait que la condition & soit nécessaire est bien 
simple. Nous avons déjà observé qu'il faut que a, soit positif. Cette 
première condition étant supposée vérifiée, si la condition & ne l’est 
pas, cela signifie qu'il existe au moins un entier m compris entre 
o et p, tel que a, 0, et que ¢,, ne divise pas m. Soit alors e une 
racine primilive de p’"— 1; on a o"1. Les polynomes P(æ}etP(ex 
ayant les mêmes termes de degrés supérieurs à m (puisque ces 
degrés sont multiples de à,,), on a, pour æ infini positif, 


2 Plo) — P(ox)rv am(1—p")x", 


(') Nous entendons par 1a qu’on peul annuler les autres coefficients positifs sans que 
celle condition cesse d'être vérifiée. 
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et, a, étant négatif, et la partie réelle de 1 — o” étant positive 
F(æz)—=0o[F(px)], 


ce qui implique que la suite des coefficients A, ait une infinite de 
changements de signes. La condition & est donc bien une condition 
nécessaire pour notre problème. 

Nous allons maintenant entreprendre l’étude asymptotique des A,,, 
qui nous permettra de montrer que cette condition est aussi suffisante. 

2. Les formules de récurrence. — Observons d'abord que, a, étant 
positif (si la condition nécessaire & est vérifiée}, le changement de x 
en cx permet de supposer a,—1; de même le remplacement de 2’ 
par æ permet de supposer 9 —1. Nous ferons ces hypothèses. Nous 
ne reviendrons qu’incidemment sur celle relative à 3; il est évident 
que, sid>1, F(z) est une série entière en x°; les coefficients des 
puissances dont les exposants ne sont pas multiples de à sont nuls et 
les propriétés établies dans le cas où 6 =1 s'appliquent sans difficulté 
aux autres. Quant à l'hypothèse a,—1, elle ne sert qu’à simplifier 
quelques formules; dans tout théorème établissant une propriété 
-invariante par le changement de x en cæ(c © 0), elle peut être 
remplacée par a, >0, condition comprise dans notre condition Ct. 

On a évidemment 


(3) Fey (x) P' (a); 

d’où, en égalant les termes en x”°"-' dans les deux membres 

(4) (2+ p)Anp= papa (p= 1) ap Mn pe 
CUVE ON RE EN 


Comme nous n'avons pas tenu compte des termes de degrés infé- 
rieurs à p—1, cette relation de récurrence ne suffit pas à définir les 
coefficients de la série entière représentant F(x). Si p> 1 (ce qu'on 
peut supposer, le cas p=1 étant trivial), elle exprime seulement 
que les A, sont les coefficients de la série entiére représentant une 
solution d’une quelconque des équations différentielles 
(9) ee gee Qi 
16 
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où Q(æ) est un polynome de degré p — 2. Cette équation s'intègre par 
la formule 


(6) yaerm[or f ermqiael, ‘ 


qui définit des fonctions entières dépendant linéairement de p para- 
mètres, c et les coefficients de Q(a). On remarque que celles qui 
correspondent à une valeur nulle de c, qui dépendent done encore 
de p— 1 paramètres, s’annulent pour æ infini positif. ; 
Nous allons maintenant étudier les propriétés asymptotiques de la 
suite des A, déduites de la formule de récurrence (3). Ces propriétés, 
complétées ensuite par la remarque que F(a) augmente indéfiniment 
avec x, ce qui distingue cette fonction des solutions de l'équation (5) 
pour lesquelles c — o, nous permettront de démontrer le théorème I. 
Transformons d’abord la formule (4). En posant 


(7) BAT (2 + À, 
P ” 


(8) MY = aya Qn(n2)= ap} 


RAS Dr 


multipliant les deux membres de la formule (4) par sr? — 1), et 
faisant l'hypothèse a,— 1, on obtient la relation de récurrence trans- 
formée 

(9) Bnip— B= À, Bai =e À B, ;: + + À; Ben: 


Les propriétés des fonctions o,(n), déduites du développement 
asymptotique bien connu de la fonction eulérienne, dont nous aurons 
besoin, sont les suivantes : 2x(n) est, pour n infini, développable 
en série suivant les puissances croissantes de l’infiniment petit 


a I : dx : > 
n # (a == =); la divergence de cette série est sans importance; il suffit 
\ 
pour la suite d'écrire les premiers termes, jusqu’au terme en ee; 
ni 
mm ee eee ee 


1 ) … n : 2 . = À . + . re . 
à ) Pour AY”, et plus loin pour g{*, nous supprimerons l'indice supérieur quand il 
iy aura aucune ambiguité à craindre, 
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4 ‘3 A . , . 

d'observer que l’erreur commise peut être majorée par une expression 
K andy. » os 

telle que wa? terme général d’une série convergente. Les valeurs prin- 


cipales de 9,(n) et de 9,(m+ 1)— 9,(n) sont d’ailleurs 


: 


p—h/{p\? 

(to) ur) LEE) ; 
h 
(11) Aon(n) = gn(m+ 1) —gu(n) wv — A) (ET. 


Cette derniére expression est donc le terme général d’une série abso- 
lument convergente. Sans utiliser les développements asymptotiques 
dont nous venons de parler, la formule (10) et cette conséquence de 
la formule (11) se déduisent aisément de la relation bien connue 
F(t+1)=xT(x) et du fait que, pour x positif, logl (x) est une 
fonction convexe, de sorte que o;(n) estune fonction décroissante de n. 

On remarque que les fonctions 9,,(7), et par suite ceux des }, dans 
lesquels le premier facteur a,_,, n’est pas nul, sont des infiniment 
petits dont l’ordre croît avec A. 


3. L'équation caractéristique. — Considérons l'équation (9), pour 
une valeur déterminée de n; il n'importe alors pas que les coefficients À, 
varient ou non avec n, et l’on peut lui appliquer les méthodes connues 
de la théorie des équations de récurrence linéaires et à coefficients 
constants. On est ainsi conduit à chercher les solutions de la forme 


(12) Bei) [Vee Oy: Tir DE 
En portant cette expression des B,., dans l'équation (9), on obtient 
l'équation caractéristique 
(13) Qi Hag + pag!" 

Les À, tendant vers zéro, cette équation admet p racines, distinctes 
pour 7 assez grand, et tendant respectivement, pour n infini, vers les 
limites 


24T i 
et pas 6 2 (r=r,; k défini mod p). 


Supposons alors n supérieur à un nombre assez grand n,, et dési- 


238 PAUL LÉVY. 


gnons par g, = g4{" la racine de l'équation (13) la plus voisine de 7;,; il 
y a dans ces conditions une racine réelle positive, 7o, et une seule; si 
pest pair, il y a une racine réelle négative, et une seule; les autres 
racines sont distinctes, et imaginaires conjuguées deux à deux, 7 et 4 
étant conjugués si # + /=o0 (mod p). 

Il nous faut, avant de pousser plus loin l’étude de l'équation (9), 
étudier certaines propriétés asymptotiques (pour 7 infini) des racines 
de l’équation caractéristique, et des produits 


(14) Que Qh géeigpet. gi (uw > No); 
qui joueront un grand rôle dans la suite; Q, est réel et positif, et Q, 


et Q_, sont toujours, soit réels et égaux [si 2 = 0 (mod p)], soit ima- 
ginaires conjugués. 

1° Chacun des g, est une fonction algébrique de A,, A2,..-, Apo, 
holomorphe lorsque ces paramètres sont assez petits; il est donc déve- 


loppable en série. suivant les puissances croissantes de n> (a désignant 


. 1 . 
toujours 2): Les expressions |[g,|— 1 et log|qg:1— R(logg;)ont donc 
des développements de la même forme, sans termes constants, et, 


pour chacun des produits (14) on trouve un développement de la 
forme 


(15) log|Qxi=Bin-t+fBini2+,,, +8, ,nt+8,logn + B’+ 0(1); 


3, et 3’ dépendent naturellement de #; on peut remarquer que pre 03 


k 


c'est une conséquence évidente de la relation |q, 4: ... ¢,|=1. 
En posant alors 
(141) POP TSR (AR, A, JT QE 


on voit que les différents rapports R(x, /, {) peuvent être infiniment 
grands, ou infiniment petits, ou avoir des limites positives: ils ne sont 
Jamais indéterminés. 

Les p racines de l'équation caractéristique se répartissent donc en 
groupes, caractérisés chacun par un système de valeurs des coe  fficients 
31, Do, -.., 3, (mais non 8’); nous parlerons indifféremment d'un 
groupe de racines g, ou du groupe des indices # qui leur correspondent. 


Si # et appartiennent au même groupe, le rapport R(n, #, l)tend vers 
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une limite positive; dans le cas contraire il est infiniment petit ou 
infiniment grand. 

Deux racines imaginaires conjuguées, g4 et 4-4 = Guy appartiennent 
évidemment à un même groupe; les produits Q{" et Q”!, étant imagi- 
naires conjugués, ont même module. Il est évident aussi que, siè >1, 
l'équation (13) est une équation en 4, de sorte que, si c(s —l) =o 
(mod p), g, et q, correspondent à une même valeur de 4°, et ont mème 
module. On pourrait se demander s’il est possible que deux indices 
entre lesquels n'existe aucune des relations d(4+ 1) =0 et 0(k —1)—0 

(mod p) appartiennent à un même groupe. Nous verrons que la réponse 
est affirmative, et d’autre part que, si ¢=1, le groupe contenant 
une racine réelle n’en contient aucune autre (le changement de x en 
— xraméne évidemment le cas de la racine négative, quand elle existe, à 
celui de la racine positive; il nous suffira de considérer ce dernier cas). 


2° Désignons par le plus petit entier positif tel que a,_, ne soit pas 
nul; À,g° est alors le terme principal au second membre de l’équa- 


tion (13), et, pour chacune des racines g;, de cette équation, définit la 
valeur principale de g; — 1. Posons 


(16) qe= ra + ex). 
Comme €, tend vers zéro, pour 7 infini, en remplaçant q par cette 


expression dans l'équation (13), égalant les valeurs principales des 
deux membres, et tenant compte de l’expression (8) de A,, on trouve 


(17) PEN Ups Pe(n)r, 
‘et par suite 


I 2 à 
log (1 +2) = P ans ps(n)ri+ O(n—-*F); 
d'où, en égalant les parties réelles des deux membres, 
| | I D) hor ae 
ee) LEE ESS A Rd apa it Ne 


. 4 wa) . . . a 
Si alors 1“? n'est pas un entier impair, le premier terme non nul du 
D 


développement (15), compte tenu de la formule (10), s'écrit 


br. os 2 APT 
Gee he c ; 
(19) pt (3 Pp 
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Sio—1[cas général, si l’on considère P(x) comme un polynome de degré 

donné à coefficients arbitraires, puisque cette hypothèse équivaut à 

a 0] ou si p est premier avec p, cette formule suffit à définir la 

répartition des indices # entre les différents groupes dont nous parlions 

tout à l'heure. Les développements (15) relatifs à deux indices diffé- 

rents # et J se différencient en effet par les premiers termes non. nuls, 

sauf si l= —k(mod p), cas où Q{ et Qi” sont imaginaires conjugués. 

Si o et p ont un diviseur commun, le premier terme du développe- 

ment (15) ne suffit pas pour définir les ordres de grandeur relatifs des. 
|Q/”|. II faut considérer les termes suivants. 


3° Ce qui est essentiel pour la suite est le classement relatif du 
produit Q®, correspondant à la racine réelle positive de l'équation 
caractéristique, et de Q" (0o<k <p). Si, pour comparer d’abord q, 
et q;, dans chacun des termes À," de l’équation caractéristique, nous 
substituons successivement les valeurs g, et g, de g, nous pouvons 
trouver d’abord des termes nuls, ou dont les valeurs principales À, et 
Ar} soient égales. Le terme qui va jouer le rôle essentiel est le premier 
terme pour lequel ces deux valeurs principales soient différentes. Ce 
sera donc le terme À,q°, 5 — 0, étant le plus petit entier positif tel 
qu'on ait à la fois 


akon 
(20) do 0, PRE (done cos a 1). 
F 


Il existe un tel terme, si à — 1 (hypothèse que nous pouvons faire, 
comme nous l'avons fait remarquer plus haut); en effet, ri —1, pour 
tous les À tels que a,_,54 0, entrainerait 7; =7,=1, ce qui est con- 
traire à l'hypothèse o << ik <p. 

Retranchons maintenant l’une de l’autre les deux égalités obtenues 
en substituant g, = 1 -+ ¢ et gq, = rk(1 + 2) dans l'équation caractéris- 
tique. Compte tenu de ce que r*— 1 entraine 
(21) 1 Ph = +) — (1+ exis he — ex) (N00), 
nous voyons d’abord que la valeur principale du premier membre est 
p(s, — &), tandis qu’au second membre la valeur principale des termes 
auxquels s'applique la formule (21) est o(e, —<;); on ne change pas 
la valeur principale du premier membre en retranchant ces termes 
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des deux membres. La valeur principale du second membre est alors 


cute Ao (98 — 9%) ~ AZ — 7%), 
et il vient 


(22)... Eu — EVE bp Gol 2) (1 14) 


et par suite, en tenant compte de ve que la partie réelle du second 
membre n’est pas nulle, 


(23) log q,— log | gx | = R[log(1 +e,) — log(i + &4)] 
= R(&— Ex) + 0(& — Ex) 
net) 


I 
PE pet Qo (7) (x cos 


Cette différence, et par suite l’infiniment petit équivalent | 7,— qi |, 
sont donc du signe de a,_,, et leur ordre par rapport à !’infiniment 


petit principal . est ao <1. En introduisant les produits Q’” et Q,”, et 
tenant compte de la formule (10), on trouve 


nr 


nm a spy L 2hoT 
(24) log QU — log | Qi | ayo (7) (1 — cos Fe ): 


Cette expression est toujours infinie avec n, et du signe de a,_,. 
Donc Q’”’ et Q'”) ne sont jamais du même ordre de grandeur, c’est-a- 
dire que dans le groupement des racines ¢, de l'équation caractéris- 
tique définie plus haut, si à —1, la racine réelle positive q, n’est 
groupée avec aucune autre ; la plus grande des expressions considérées 
est Q”, si a,. >0, et Q’”, si a,_, <o. Naturellement, si ¢ > 1, les 
modules des racines g, correspondant à une même valeur de g° sont 
égaux, et, pour la comparaison des différentes valeurs de 45, le résultat 
précédent subsiste. 

On en déduit aisément le résultat suivant : 


Lemme I. — Si la condition & est vérifiée, et si à —1, gy est, pour 
n assez grand, la racine de plus grand module de l'équation caractéris- 
tique, et tous les QU(k—1,2,..., p — 1) sont o[ Qi]; st la condition & 
n'est pas vérifiée, il y a au moins un indice k tel que |q;| soit pour n 
assez grand supérieur à q,, et Q"—o[Q;]; comme dans le cas 
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précédent, si Ô—1, le groupe de racines comprenant la racine réelle 
positive q, n'en comprend aucune autre. . : 
D'après ce qui précède, pour démontrer ce lemme, il suffit de 
démontrer que, a, étant supposé positif, la condition Ct équivaut à la 
condition &’ définie comme suit : tous les coefficients a,_, obtenus en 
donnant successivement à # les valeurs 1, 2, ..., p—1(5 = 9 dépen- 
dant de #), sont positifs. 
Pour le montrer, supposons d’abord la condition cv” en défaut pour 
un certain indice #; a), est alors négatif. D'après la définition de o, 
si un entier p =p — A vérifie les conditions 
o<h<o, iy FO; 


c'est-à-dire s’il est le degré d’un terme non nul de P(x)— P, (x) 
(m—p—5),onar;—1; d'où r# = 1. Par suite, 3 étant le p.g.c.d: 
de tous les nombres p’ vérifiant ces conditions, on a 
(25) rim—1, 
et la seconde formule (20) montre que 5, et par suite m, ne sont pas 
multiples de 6,,; la condition & n’est donc pas vérifiée. Réciproque- 
ment, si 0, ne divise pas m, et si 7, est une racine primitive de 
l'équation (25), tous les nombres r} sont égaux à l'unité, mais 
non 7% et r7; si alors a,, n’est pas nul, o est, pour l'indice # consi- 
déré, le plus petit entier positif vérifiant les conditions (20). 
Il y a donc identité entre l’ensemble &” des nombres m,—p— 5, 
(k=1, 2,...,p—1) et l’ensemble & des nombres m inférieurs à p et 
tels que a,, ne soit pas nul et que à,, ne divise pas m. Compte tenu de 
l'hypothèse a, > o, la condition &”, qui exprime que a,, est positif si 
m appartient à &”, est donc identique à la condition &, qui exprime la 
même propriété pour l'ensemble & complété par le nombre p. 

La condition &, qui joue ainsi un rôle essentiel, ne dépend que des 
signes des coefficients de P(+). Mais la valeur de na partir de laquelle 
4, est la racine de plus grand module de l'équation caractéristique, 


dépend de leurs valeurs absolues. Nous allons établir à ce sujet le 
résultat suivant : 


Lemme IT. — Si © — 71, et st la condition & est vérifiée, pour déter- 
miner un nombre N’ tel que, pour n> N', la racine de plus grand module 
de l’équation caractéristique soit la racine réelle positive q,, il suffit de 
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connaitre des bornes supérieures des modules de tous les coef ficients, et 
des bornes in férieures positives pour un ensemble de coef ficients positifs 
comprenant a, et suffisant pour la condition & (c’est-à-dire que cette 
condition reste vérifiée si on annule les autres coefficients positifs). 

Nous pouvons toujours supposer a,—1; la valeur initiale de ce 
coefficient étant par hypothèse comprise entre deux nombres positifs 
connus, si on le ramène à la valeur un (par un changement de x 
en cx), tous les autres coefficients sont multipliés par des facteurs 
positifs bornés inférieurement et supérieurement. 

Reportons-nous alors à la formule (23); il peut arriver que le coef- 
ficient a,_, qui y figure ne soit pas un de ceux dont on connaisse une 
borne inférieure ; dans ce cas, la condition & subsistant par hypothèse 
si on annule ce coefficient, ainsi que tous les autres coefficients posi- 
tifs non bornés inférieurement, l’aspect de cette formule ne change 
pas si l’on fait abstraction de ces termes : il reste un terme positif, 
borné inférieurement, et jouant le même rôle que le terme en a,_, 
dans la formule (23); les termes négatifs qui le suivent, leurs valeurs 
absolues ayant des bornes supérieures connues et tendant vers zéro 
plus rapidement que ce terme positif, on peut déterminer une valeur 
de n à partir de laquelle le second membre est positif. Quant aux 
termes que nous avons retranchés du second membre avant d’écrire 
les formules (22) et (23), ils ont ici des bornes supérieures connues 
et de la forme o(e, — ¢,), de sorte qu’on peut aussi déterminer à partir 
de quelle valeur de n ils deviennent négligeables par rapport au terme 
principal du second membre. On peut donc déterminer une valeur 
de na partir de laquelle g, >|q,|, et la plus grande des valeurs ainsi 
obtenues, pour £ = 1, 2,..., p — 1, est le nombre N’ dont il s'agissait 
d'établir l'existence. 


4° En supposant toujours a,—1, on pourrait être tenté de croire 
que la connaissance de bornes supérieures pour les autres coefficients 
positifs n’est pas essentielle. Elle est intervenue en nous permettant 
de déterminer à partir de quel moment g,—r, est petit; elle nous 
donne une facilité de calcul; mais on pourrait croire que d’autres 
méthodes permettent de déterminer N’ indépendamment des bornes 
supérieures considérées. Nous allons d’abord montrer par un exemple 
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qu’il n’en est rien; nous indiquerons ensuite l'ordre de grandeur de N’ 
dans le cas d’un polynome ayant certains coefficients positifs très 


grands. 
Considérons le polynome 


(26) P(z)=ax—ba+cx' + c'x+ 2 (*), 
a, b, c étant des nombres positifs connus, et c’ un nombre positif 
inconnu. L’équation caractéristique prend la forme 

q’— Mg —1=49,(n)q —bq(n)g+cp:(n)g", 
A'= c'o,(n) pouvant être très grand; si c’est le cas, les coefficients 
du second membre étant petits, l'équation caractéristique a quatre 


racines très petites, et quatre racines très grandes, voisines respecti- 
vement de A, vA, — À, —¢A. Si nous désignons les deux premières 


par gs —=À(1+E6,), g=tACi+e), il vient 
BAS (&— €) Vag, (n)A(1 — ¢) —2bp(n)+co(n) (+); 


d’où, en posant «= _= 3 et désignant la valeur principale de 9,,(7), 


S 


donnée par la formule (10), par C,n~"*, 


8AFR(e,—E) wa, = — side + cC; = 


2 ane 
hed n> nix 


de sorte que, si 
b? C3 > acC,C,, 


quelque grand que soit n, on peut déterminer & de manière que, 
pour A*=c'9,(n)=kC, Vn, donc pour n~ ke’, ¢,—< ait sa partie 
réelle négative, et par suite (les parties imaginaires de €, et € n’étant 
pas d’un ordre de grandeur plus élevé), [g| > 4. La plus petite valeur 
possible pour le nombre N’ du lemme II croît ici avec c’, et est au 
moins de l’ordre de grandeur de c’; on vérifie aisément qu’elle a une 
valeur principale de la forme #'c’. 

Plus généralement, considérons un polynome P(a), somme des 


(+) On remarque qu’il s’agit d’un polynome vérifiant non seulement la condition @ 
mais aussi la condition @ qui intervient dans la suite; si l'on ne tient pas à cette seconde 
condition, on peut supposer « = 0, ee qui simplifie étude de ect exemple. 
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deux-polynomes 
Pi(x)=a, + dy +... + a, xP + 2?, 
P,(z)=a;xz+aa+...+ al, xP, 

le premier vérifiant la condition @, le second ayant tous ses coeffi- 


cients non négatifs; supposons P,(æ) connu, mais non P,(z). 
Soit qo une racine réelle positive de l’équation caractéristique 


IG) = 9? —1— Gp O(n) g — ap»92(n) g?—...— Bp Pps (2) gro 


relative à P(x); comme f(o)<o, il y a au moins une telle racine. 
Soit g = ge” une valeur de module g,. On a 


(27) en f(g)=e reg) gg)  [g(a)=f(a)— "|: 
d’où, en égalant les parties réelles des deux membres 


Rev f(q)]=1— cos pô + La’, y ou(n) g*[1 — cos( p — h)6] 
+ Za,_y gun) gÂ[1 — cos(p — h)6]. 

Il ne peut y avoir de termes négatifs au second membre que si 
certains a, sont négatifs; la condition & étant vérifiée par P, (2), ils 
sont précédés par des termes positifs. Comme chacun des produits 

: I . : . . 
n'* 9, (n) (a= pi en PR Eee ee 1) a pour » infini une limite C;, 
et reste par suite compris entre. deux nombres positifs fixes, nous 


voyons qu'on peut déterminer un nombre K,, fonction seulement 
des a’, et tel que, pour 


(28) n>Ki qh, 
l'expression (27) ait sa partie réelle non négative. 

Dans ces conditions, 9 variant de o à 27, le point 9” f(q) décrit un 
contour passant par l’origine, mais ne l’entourant pas. Comme q~’ f(q) 


I . 
est un polynome en 7 cela prouve f(q) n’a pas de racine de module 
supérieur à g,. Si 2 —1, on voit même aisément que q, est la seule 
racine de module g, : c’est la racine de plus grand module ('). 


(1) Le raisonnement s’appliquant même si Pon suppose que go est la plus petite 
racine posilive, on voit que, dans les conditions indiquées, il n'y a qu’une racine 
posilive. 
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Supposons maintenant que, les coefficients de P,(æ), qui hornent 
inférieurement ceux de P(a), restant constants, ceux de P,(x), donc 
ceux de la somme P(x) varient, l'un au moins des a, augmentant 
indéfiniment. L'ordre de grandeur de la plus grande racine de l’équa- 
tion caractéristique est en tout cas, pour a,—1, celui de la plus 
grande des quantités 


(29) Tan] Op_n(n) es ay Soy pee (hh) Sp 


de sorte qu’on peut déterminer une constante K,, fonction de p seule- 
ment, dont le produit par la plus grande des expressions (29) borne 
supérieurement toutes les racines de l’équation caractéristique, et en 
particulier g,. Pour que la condition (28) soit vérifiée, il suffit 
donc que 

ni> KA KS” | af | of_,(n) (A 5) AMP LES 


ou encore, compte tenu de la formule (10), que 


(30) n> K Max | a@,, | Cae ory Ort OE 


K étant un coefficient qui ne dépend que des a;,, c’est-à-dire de bornes 
inférieures, supposées connues des a,, ('). 


Cette condition (30) est donc suffisante pour que la racine de plus 
grand module de l'équation caractéristique soit la racine réelle positive. 
L'exemple du polynome (26) montre que, sans cette condition, au moins 
pour certains types de polynomes et pour certains systèmes de valeurs 
des a,,, on ne peut pas remplacer le second membre par une fonction 
moins rapidement croissante de Maxa,,. 


5° La comparaison de q, et | g,| est seule utile pour la suite. Il peut 
toutefois être intéressant d'indiquer succinctement comment les calculs 
qui conduisent à la formule (23) doivent ètre modifiés si l’on veut 
comparer les modules de deux racines quelconques g, et g); le lecteur 
que cela n'intéresserait pas peut ne pas lire la fin du présent para- 
graphe. 

Les racines conjuguées g, et g, jouent le même rôle dans cette étude. 
Il est donc naturel d'introduire à la fois les nombres entiers o et o’ 


(*) Compte tenu de ce que les 4,, sont connus, on peut, en augmentant au besoin K. 
remplacer, dans la condition (30), Max ! a), | par Maxa,. 


SUR LES EXPONENTIELLES DE POLYNOMES. i 247 
vérifiant les conditions 


(35) | lys 7 0, RAT 
\ _ 
( Up 0, WE alt 


et qui de plus soient aussi petits que possible; ils existent sûrement, 
oN: . Re 
Si9 — 1; on arrive aisément aux formules 


I 
| EE age Qa(n) (1, — 77), 
(32) { : 


£ I < 
| Ek — ET : dy 5" Do (n oe 78), 


qui généralisent la formule (22), et les formules (23) et (24) se 
généralisent aussi sans difficulté si, dans l’une au moins de ces 
expressions, le second membre n’est pas une imaginaire pure. Si c’est 
le cas pour la première, par exemple (ce qui implique o20’, car autre- 
ment o serait un nombre inférieur à o’ et tel que 7777), on trouve 
ainsi que 


f I ahor 210T 
(En) Igkl— qi a, Go (1) ( cos Sa COS if 
, P. P 
Mais si o> 9’, il peut arriver que l’on ait à la fois 
P 
akon 210T . 2ka'T 2l10'T 
cos = cos ; cos = cos 5 
P ibe P 4 


d’où, compte tenu des formules (31), 
(34) Brae Ae 


Dans ce cas il peut arriver que, pour tous les nombres / qui sont des 
degrés de termes non nuls au second membre de |’équation caracté- 
ristique, on ait 


hkhT o hUT 
== COs 


’ 


(35) cos 
ou qu'au contraire il existe des termes, de degrés supérieurs à la fois 
à cet a’, ne vérifiant pas cette égalité; soit dans ce cas A,q° le premier 
de ces termes; dans le précédent, nous n’avons qu’à donner arbitrai- 
rement à = une valeur supérieure à 2p et convenir que a, - représente 


à . + >, 
Ann. Ee. Norm., (3), LUV. — Fase. À 92 


248 PAUL LÉVY. 


zéro (done A-=0), pour que le calcul qui suit soit applicable dans 
les deux cas. | 

Substituons alors à q, dans l’équation caractéristique, les valeurs 
u=n(+a) et a=n(i+a), et retranchons les deux équations 
obtenues. Les termes linéaires en ¢, et ¢,, en n’écrivant pas ceux qui 
sont sûrement négligeables par rapport à un de ceux écrits, sont res- 
pectivement, dans les deux membres, 


akon 


(36) pee &), 2tAg Sin eK re Tey 
La partie principale étant imaginaire, puisque 7 <7, on retrouve la 
première formule (32); la partie réelle de <,—<, est d’un ordre plus 
élevé. Pour la calculer, il faut tenir compte des termes non linéaires, 
et parmi ces termes, le terme principal est le terme du second degré 
au premier membre 
7(p—1),, x 
LP (83 — €), 


2 
dont la partie réelle, en posant 
Ex €, + Ue, Et — Ep + 18) 
et en négligeant les termes qui sont o (2, — ¢)), est 


— P= th a) PEN), 


> = Ex — 21) (s— &), 


c'est-à-dire, d’après les formules (32), 


pot. . . BACK STAGE 
ho hs: Sin sin 


P da 1h 


14 


Il vient ainsi, en tenant compte de ce terme et de la partie réelle des 
termes (36), 


2 ; I—1, . . , akon. 2ke'r 
(37) Et — €} Ww 2 1 — Ag Ag Sin, - sin — 
Pp” p l 
TER 2kor 2ko'n 
+ —A-( cos — cos . 
P 1! Pp 


sauf peut-être si 5 + c/=7, cas où les deux termes écrits sont du 
même ordre, et où il peut arriver qu'ils se détruisent ; il faudrait alors 
considérer des termes de degrés plus élevés. 
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Tenant compte d’autre part de 
Igal—igilo 5 (92 — lq!) = (2, — 8) + 5 2 — EP) +o(e—e), 


il vient, sauf peut-être si 5 + 5— 7, 


S eae 2 AGIT ot Qh dar 
(38) qi ft) = ho, Sin = sin 
~P P D 
AD OW TT 2kK0'T 
+ —A,{ cos — cos ’ 
1 i (he 


de sorte que l'ordre infinitésimal de cette expression par rapport 
o+ a’ 


Lot D ets é 3 
dr est le plus petit des nombres pd Si alors l’équation carac- 


téristique a au moins un terme non nul et dont le degré / ne vérifie 
pas la relation (35), t<p, et cet ordre est inférieur à l’unité. Mais 
s’il n’existe aucun terme de cette nature, l’ordre de la différence 
(ee eto 


étudiée est ; il est inférieur à 2, mais peut dépasser l’unité. . 
Ainsi, pour le polynome 
(39) PNB EE TE ere 
k=1,l=7, on à 5 — 21, 5 — 20, de sorte que l’ordre infinitésimal 
f 

Mr lue FARMER ANAL à 4 

deg; — q;l par rapport à - est = > 1. Alors 
log | QU" | — log | OY" | 
a une limite finie, pour # infini; les indices 1, 7, 24 —7=17, 
24 — 1 = 23 appartiennent donc au même groupe, c'est-à-dire que 
CON OY rae yn UE 


sont du même ordre de grandeur; ur méme groupe peut donc contenir 
plus de deux indices, comme nous l’avons annoncé plus haut ('). 

Il resterait à étudier le cas où 5 + o’=7; on peut se demander si 
dans ce cas l'ordre de grandeur de |4;, —|q| peut atteindre ou 


(1) Pour le polynome (39), on a deux groupes de quatre indices (1, 7, 17, 23 et 5, 11, 
13, 19), sept groupes de deux indices et deux groupes contenant chacun un indice (ceux 
qui correspondent aux racines réelles). 
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dépasser 2, et, si oui, chercher quelle est la borne supérieure de ses 
valeurs possibles. Nous n’insisterons pas sur cette question. 


x 


À. La variation des constantes. — D’après la signification même de 
l'équation caractéristique, la solution générale de l'équation (9), pour 
une valeur déterminée de n, est de la forme 


P 
(ho) ren’ à eng} ee UR OR VE 


Res) 


Si l’on connaît B,, B,,,, ..., B,:,,, cela revient au même d'utiliser 
directement l’équation (9) pour le calcul de B,.,, ou d'utiliser les 
équations (40), pour tirer d’abord des p premières les coefficients c\"”, 
puis B,., de la dernière. Observons que le déterminant D, des équa- 


tions qui définissent ainsi les c! tend, pour 7 infini, vers la limite 


PT IR OO Te 
de sorte que les deux quantités 


ay 


re (| M,= Max | cf | 27 he eee) 
At 
11) ( M, = Mar Ben (WG) 1, «<a, PI} 


sont du même ordre de grandeur. Leur rapport, à partir du moment 


où n est assez grand pour que |D,| puisse être borné inférieurement, 
est compris entre deux nombres positifs fixes. 


Une fois B,,, connu, on peut de même calculer les coefficients cn 
à l'aide des formules 


vs = wet [qu 1 (YZ=0,1,...,p) —1) (1); 


qui comparées aux expressions de B,.,, B,,, ..., B,., que l'on 
EL es Se COE EOE Se bi EEE 


(1) & élant défini modp, le signe & 


indique une sommation étendue aux p valeurs pos- 
sibles. 


#7” 
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déduit des formules (40), (en remplaçant.v par v + 1), donnent 
20 gi le & crue (80, 1,7 4 nt) 

Il est commode de transformer ces équations en posant 

(42) Ce ee Ao(n)=o(n+1)— 9(n). 

On obtient ainsi les formules 

(43) 20 ae. a is ER Sep AT oi oO (y NA ua gd ivy 

qui définissent les variations des coefficients Ay;". ; 

Dans ces équations, considérons comme inconnues les quantités 
(2) A A, - ; ; 2 ARTE 
Qy Ay’. Leur déterminant D,., ('), qui tend vers D, est borné infé- 
rieurement, pour » assez grand. Chacune des inconnues, à un facteur 
constant près, est alors bornée supérieurement en module par le plus 
grand des termes connus, c’est-à-dire, compte tenu de ce que g%” tend 

vers 7;, par 
KM, Max | Ag” |, 
K étant un coefficient constant. Or les ¢/; sont des fonctions des À, 


dont les dérivées sont faciles à borner supérieurement, pour 7 assez 

2 . . 1 x 
grand ( pour 7 infini, leurs modules tendent vers «= =) et, d'après 
les formules (8) et (11), ona 


n - rad \ 
ANP = tpn AO,(ny==O0 (=) (n— 2), 


de sorte que les Ag!” sont aussi des infiniment petits d’ordre au moins 
4h P 
égal à 1 a. Il vient donc 


| ; K,M, 
(44) a Roe) | Te ER SN ee Ke an a ee Ys 


K, et N, ne dépendant que des coefficients de P(x) (7); on peut deter- 


(1) Comme qi g2 ... gp =(—1)'*!, on ne change pas la valeur absolue de ce déter- 
minant en remplaçant v + 1par v; il se déduit done du déterminant D, considéré plus 
haut sans autre changement que le remplacement de # par n +1,et, si p est pair, un 
changement de signe. 

(2) Nous avons utilisé le fait que | gx = :1+ <«| est voisin de 1: = élant arbitraire- 
ment petit, on peut déterminer IU o(<) de manière que n > A, entraine | 24, < =, quel que 
soit k. On peut fixer <, et, pour le calcul de K; et Ny, utiliser par exemple une détermi- 
nation de IT, ( *)s ils ne dépendent done que des coefficients de P(2). 


4,7 
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miner ces constantes en connaissant seulement des bornes supérieures 
des | a, | (pour o << m<p; nous supposons a,—1). 
Posons maintenant 


+ À 


(45) |g? 11 18? Qe? | = nn? Ma. 


D'après la définition même de M,, pour chaque valeur de xn, le 


{n) 


plus grand des n° est égal à l’unité. Donnons-nous un nombre 7, 
compris entre zéro et un, et un nombre positif assez petite (on peut le 
lixer sans inconvénient, rien n'empêche dans la suite de supposer 


1 ss 9 ) ’ s . 
=: ): Si l’on a n° > n, c'est-à-dire 
) 


(46) ye? QE > Ma, 


(et, pour n’importe quelle valeur de x, il en sera toujours ainsi pour 
au moins un indice #), on a aussi, d’après l’inégalité (44), 


A +0 K 
(45) = 


Te |S ons 


’ 


de sorte que Alogy’” est majoré par le terme général d'une série 
convergente. Si donc l'inégalité (46) reste indéfiniment vérifiée pour 
un même indice #, y,” tend pour n infini vers une limite non nulle ;, 
et en tout cas, tant qu'elle est vérifiée et à partir du moment où le 
reste de cette série est inférieure à s[soit pour n> IU, =JIU,(<, 4) dir 
la variation de logy;:” est en valeur absolue inférieure à €; à une erreur 
relative près inférieure à &—e—1,c" varie proportionnellement 
05. 

D'après le 1° du paragraphe 3, il existe un nombre N, tel que, si # 
et { n’appartiennent pas au même groupe d'indices, ,g%°|—1|q" ait un 
signe constant pour nr > N,, de sorte que le rapport 
QE 
aye 


(48) 


= hin, RC) 


(') Nous employons les lettres Ni et Ns pour désigner des nombres qui peuvent 
être fixés en fonction seulement des coefficients de P(2); au contraire IU, dépend de : 
el, el est provisoirement indéterminé, 


+t eas EE, A8 NS 
RME 
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varie d’une manière monotone, et qu’ à une erreur relative près infé- 


rieure à 2<’, il en est de même, si la condition (46) est vérifiée pour 
les deux indices # et / du rapport 


(49) 


Le rapport (48) étant d'ailleurs infiniment petit ou infiniment grand, 
tandis que le rapport (49) est compris, si l’inégalité (46) est vérifiée, 


entre deux nombres positifs fixes (égaux respectivement à 7 et ae 
2 fi, 


il est nécessaire que l’inégalité (46), quand n croît indéfiniment, cesse 
à un certain moment d’être vérifiée pour l’un au moins des indices 
k et d. 

Il peut exister certains indices # pour lesquels c#—o(M, ); nous 
les désignerons par la lettre /, et les autres (il en existe sûrement, 
d’après la définition de M,) par les lettres /, /,, ... oud,, /, ..., les 
lettres non accentuées indiquant les indices du groupe pour lequel 
Q’” est aussi rapidement croissant que possible; si donc il existe des 


indices /’, on aura 
Qi = 0 [Q7"]. 

Nous pouvons choisir 7 assez petit pour que chacun des "ou des 
yy soit une infinité de fois supérieur à 27, puis 91, = 9, (1) assez 
grand pour que, pour n> M», chacun des 7°” soit inférieur à  ('). 


; ons n, supérieur à la fois à N,, Nos A, et Ny, et tel que, pour 


n=n, et pour l'indice désigné par 4, x," soit supérieur à 2%, et faisons 
varier 7 à partir de cette valeur n,. En substituant à #, dans le rap- 
port (49), successivement les valeurs /,, /,, ... et {,, [,, ..., nous 
avons deux sortes de rapports, les premiers tendant vers des limites 
positives, les seconds très peu différents de nombres qui décroissent 
et devraient tendre vers zéro si l'inégalité (46) ne cessait pas aupara- 
vant d’être vérifiée. Les ci’ doivent donc nécessairement devenir tres 


(1) On remarque que dans ces conditions q, (2. n) et IL.(4) ne dépendent pas 
seulement des coefficients de la relation de récurrence (g). mais varient avee la solution 
que l'on considère, 
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petits par rapport aux c{”. Comme il faut que la condition (46) cesse 
d'être vérifiée pour l’un au moins des indices / et /’, ce ne peut être 
que pour l'indice J’, et |n,"| devient inférieur à r, et ne peut pas croître 
ultérieurement de n 427,('). Donc la définition des indices /’ implique 
contradiction : les indices que l’on aurait pu prendre pour des indices 
l' parce que 7“ > 2r, ne conservent pas ce caractère et sonten réalité 
des indices j. Tous les indices pour lesquels c\” n'est pas o(M,) appar- 
tiennent donc au même groupe (ce qui ne veut pas dire qu'ils consti- 
tuent tous les indices de ce groupe). Alors, les rapports des différents 
:c{"| étant presque constants, aucun de ces coefficients ne saurait 
devenir très petit par rapport au plus grand; la condition (46) reste 
indéfiniment vérifiée, et les y!” tendent vers des limites non nulles y,; 
si d’ailleurs un indice 7 pour lequel c‘’ = o(M,) appartient au même 
groupe, ve tend vers zéro. 
En définitive, nous avons obtenu le résultat suivant : 


Lemme III. — N'importe quelle solution de l'équation de récurrence (9) 
est de la forme 


(50) B= 2/71 QY + o[ QT, 


£’ désignant une sommation étendue aux indices l,, l,, ..., 1, d'un 
même groupe (*). 


(1) Une variation brusque de | n)/ |, depuis une valeur inférieure à n jusqu'à une 
valeur supérieure par exemple a Sa, est évidemment impossible; une telle variation ne 
pourrait résulter en effet que d’un accroissement brusque de | y{?|, non très petit rap- 
port à TCH qui est impossibie, d'après (45), si n est grand, ou d’un accroissement 


Fe | Qu | Le , 

brusque de s à EE c’est-à-dire [compte tenu de ce que y” varie aussi très peu] d’un 
san 

des rapports (49), pour k= l'; un tel accroissement est impossible, comme on vient de 

le voir. Si done | n° | dépasse n, c'est d’abord d’une quantité très petite, et l’on peut 

ensuite appliquer les formules (46) et (47) d'après lesquelles 7 varie très peu; Eng 

apparait done comme le produit d’un facteur décroissant par un facteur presque constant, 

el ne peut atteindre 2 /. 

(*) On remarque que, si k appartient à un groupe tel que QY’ = 0 [QY], il est néces- 
saire « api tt o\tvaKe nek eS ; 7 à * ( es 
sai que T4 tende vers zéro assez rapidement pour que 1? WP= 0 [Q)]. Si au 
; Taney Ay ( à ‘à : . : 
contraire Qi = 0 (QY?],on ne peut à première vue rien dire au sujet de y{/}. 
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Considérons alors un groupe d’indices contenant en tout À indices, 
et désignons par h’ le nombre des solutions linéairement indépen- 
dantes correspondant à ce groupe au sens du lemme III. Si "> À, des 
combinaisons linéaires de ces À’ solutions permettent d’en former au 
moins A’—h, linéairement indépendantes, et qui soient o[Q!”]. Si 
donc on range les groupes d’indices d’après la rapidité de la croissance 
de Q’”, en commençant par les croissances les moins rapides, un 
groupe de racines conduit à former au plus À solutions de l’équa- 
tion (9) linéairement indépendantes de celles antérieurement obte- 
nues. Comme il faut bien trouver en tout p solutions linéairement 
indépendantes, à chaque groupe de À racines correspondent exacte- 
ment / solutions indépendantes aussi bien les unes des autres que de 
celles précédemment obtenues. C’est donc que les constantes y, sont 
quelconques; en désignant par B,,, une solution pour laquelle on ait 
Ya=1, Y=08si/<k(ilen existe au moins une), on obtient enfin le 
résultat suivant : 


Lemme IV. — A chaque indice k (défini modp) correpond une solution 
B,,. de l'équation de récurrence(9) pour laquelle on a 


Brew QY? (72 — 00). 
La solution générale est une combinaison 
(51) B,=27Y:b,}x 
des p solutions particulières ainsi définies. 


Remarquons que B, ;, sauf si # appartient au groupe pour lequel Q;" 
tend vers zéro aussi rapidement que possible, n'est pas complètement 
déterminé par les conditions que nous lui avons imposées. Nous sup- 
poserons de plus B,, réel, et par suite positif pour n assez grand; 
cette condition est compatible avec les précédentes, car, si l’on avait 
pris une valeur imaginaire, on pourrait prendre aussi bien son imagi- 
naire conjuguée, et par suite sa partie réelle. 


5. Démonstration du théorème I. — 1° Il s'agit maintenant d'étudier 


les conséquences des lemmes III et IV relativement aux signes des B,, 
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qui sont aussi ceux des A,, d'abord dans le cas d’une solution quel- 
conque de l'équation de récurrence (9), ensuite dans le cas particulier 
de la fonction (1). Établissons d’abord le lemme suivant : 


Lemme V. — Si3 —1, la condition nécessaire et suffisante pour que, 
pour.une solution quelconque de l'équation (9), la suite des B, n'admette 
qu'un nombre fini de changements de signes, est que sa valeur princt- 
pale soit de la forme y, Q%", y, étant une constante différente de zéro. 


C'est une conséquence immédiate du lemme II, et de ce que la 
racine qo de l'équation caractéristique constitue à elle seule un groupe, 
d’après le lemme I. La condition indiquée est évidemment suffisante. 
Si d'autre part elle n’est pas vérifiée, c’est que la formule (50) 
s'applique, le groupe des indices / qui y interviennent ne comprenant 
pas l’indice zéro. On a alors, pour tous ces indices, 

pr. 


Dr 0, 
0 


et par suite 
poi pat 


DB SV y QU + of Qi] = o(Mn) =0(M;), 


Ve 


ce qui prouve bien que la suite des B, a une infinité de changements 
de signes. 

Le lemme V est ainsi démontré. Il est facile aussi de montrer que, si 
\ Cee . . , LE , Me 
o> 1, la condition indiquée cesse d'être nécessaire; on peut en effet 
définir une solution pour laquelle 


<0 


B,rv Ÿn OH 


les y, étant des coefficients qui se reproduisent périodiquement avec 
la période ¢ (done y,,;= Y,), mais à cela pres quelconques. Naturel- 
lement, comme nous l'avons déjà remarqué, s’il s’agit des nombres B, 
définis par les formules (1) et (7), ceux pour lesquels n est multiple 
de 2 sont seuls à considérer, et en ce qui les concerne les résultats 
obtenus si 51 s'appliquent sans difficulté. 

| Revenons au cas où à — 1: Le lemme V s'applique dans des condi- 
lions bien différentes suivant que la condition & est vérifiée ou non. 
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La condition que y, ne soit pas nul est de toute fagon nécessaire. Mais 
si la condition & est vérifiée, Q‘” croit plus rapidement que tous les 
autres |Q/|, et il suffit que +, ne soit pas nul pour que la condition 
du lemme V soit vérifiée. Dans le cas contraire, il faut en outre vérifier 
que ceux des y; qui correspondent aux produits | Q‘””| croissant plus 
vite que Q” sont nuls. Ainsi, dans le premier cas on n'a qu’une condi- 
tion d’inégalité à vérifier; dans le second on a aussi des conditions 
d'égalité. Si l'on considère la solution de Uéquation (9) définie par la 
donnée de p coefficients B, consécutifs, la connaissance de valeurs 
approchées suf fit dans le premier cas, mais non dans le second. 


2° Occupons-nous maintenant de la suite particuliére de coeffi- 
cients B, définie par les formules (1) et (7). Nous savons déjà que la 
condition & est nécessaire ; montrons qu’elle est suffisante pour le 
probleme préliminaire. 

Si, dans les formules (1) ef (7), nous remplacons B, par son expres- 
sion (51), nous trouvons pour F(z) l’expression 


(52) pe DL ik 
en posant 
ee A Baye ant 
HOUR 
NT ( te 1) 
Ne / 


D’apres le paragraphe 2, si les coefficients y, étaient quelconques, 
on obtiendrait ainsi, non la fonction (1), mais une quelconque des 


fonctions y définies par la formule (6); les p constantes y, sont donc 
liées linéairement aux p paramètres qui interviennent dans cette 
formule, c et les coefficients de Q(x). Orc =o définit des fonctions 
- qui tendent vers zéro pour x infini positif, ce qui implique une infinite 
de changements de signes dans la suite des coefficients A, (ou B,,); il 
n’en saurait être ainsi si y, n’était pas nul. Donc c=o entraine y,=0, 
ce qui prouve que ces coefficients sont proportionnels. Or, pour la 
fonction F(x), c=1, donc y, n’est pas nul, c'est-à-dire que, pour n 
assez grand, tous les A, ont le même signe; comme F(a) augmente 
indéfiniment avec +, par valeurs positives, ils sont positifs. La condr- 
tion & est donc bien nécessaire et suffisante pour le problème prélimi- 


natre. 
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3° Pour terminer la démonstration du théorème I, il faut s’occuper 
de questions d’uniformité, importantes pour la solution du problème 
fondamental. Il s’agit du cas où la condition Ct est vérifiée, et nous 
pouvons toujours supposer à — 1; le groupe des indices / de la for- 
mule (50) ne comprend ici que la valeur zéro, et n;" tend vers un. Le 
nombre y qui intervenait dans la démonstration de ce lemme, 


assujetti à la condition que chacun des r}" dépasse une infinité de 


I 


fois 27, peut donc être fixé; par exemple 7 = 3: De même le nombre € 


dont dépend 9v,, qui n’est intervenu que par le fait qu'une erreur 
relative inférieure à 2(e°—1) dans le calcul des rapports (48) ne 
change pas leur ordre de grandeur, peut être fixé. Le nombre 91,(E, r) 
du paragraphe 4, de même que K, et N,, et le nombre Jt, tel 
que |e,| € pour r > 9, (p. 251, note 2), ne dépendent donc que des 
coefficients de P(x); on peut même, comme nous l'avons fait 
remarquer pour K, et N,, les déterminer, si 4,—1, en ne connaissant 
que des bornes supérieures de |a,/,|a,!,...,la,,l; si l'on fait 
varier a,, les rapports = étant invariants par le changement de x 
en cx, il suffit évidemment de connaitre une borne supérieure pour 
tous les | a,,| et une borne inférieure positive pour a,. 

Nous avons ensuite introduit un nombre N, tel que, si les indices # 
et / n’appartiennent pas au même groupe, |q,|—!q,| ait un signe 
constant pour n >N,. Comme ici le groupe des / ne comprend que la 
valeur zéro, N, se réduit au nombre N’ du paragraphe 3, 3°; pour le 
déterminer, il suffit de connaître des bornes supérieures des |a,, |, 
et des bornes inférieures positives pour ceux d’un ensemble compre- 
nant a, et qui soit suffisant pour la condition &. 

Il reste enfin, pour appliquer les résultats du paragraphe 4, à déter- 
miner un nombre n,, supérieur à N,, N:, 92%, A, et tel que les |c" 
autres que c;' soient assez petits, inférieurs, pour fixer les idées, 


+. a : : en 2 a AL : 
à plist alors, n croissant, ils restent inférieurs à rik ce qui 


implique que le signe de B, soit celui de ci" 3 B, est positif pour n>n,. 
Or les coefficients B, définis par les formules (+) et (7) sont des fonc- 
tions continues des a,,; il en est de même des racines de l'équation 
caractéristique et des produits Q/”; par suite aussi des c/. Si donc, 
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pour un polynome P,(a), et pouro<k<p, onale|< = aE: cela 


reste vrai, pour la valeur n, de n, pour tout polynome P(x) déduit 
de P,(a) par une variation suffisamment petite de ceux des coeffi- 
cients qui ne sont pas nuls. Si donc l’on fait varier n à partir de n,, 
on est dans les mémes conditions pour tous ces polynomes P(æ) que 
pour le polynome initial P,(+); pour tout n > n,, B, est positif. 

Faisons maintenant varier tous les coefficients a,, de P(a) quine sont 
pas nuls pour le polynome initial P,(æ), non de quantités très peutee, 
mais dans le domaine défini par 


(53) | GS ans (ty 2 Ay, > 0, 


im désignant le degré de n’importe quel terme non nul de P,(x), et v. 


celui de n'importe quel terme à coefficient positif, et les a’, et les a, 
étant donnés. C’est une région fermée, dans un espace x p’ dimensions 
| p’ étant le nombre des termes non nuls de P(z)], et chaque point de 
cette région est intérieur à un domaine où l’on peut déterminer un 
nombre n, tel que, pour zn >n,, A, soit positif. D’après le théorème 
de Borel-Lebesgue, toute la région définie par les inégalités (53) peut 
être couverte par un nombre fini de tels domaines. On n’a donc qu’à 
prendre le plus grand des différents nombres n, relatifs à ces 
domaines; si N est ce nombre, on aura A, > o pour n>N, et cela 
pour tous les polynomes considérés, ce qui termine la démonstration 
du théoreme I. 


4° Il serait pratiquement difficile, même dans le cas d’un polynome 


bien déterminé, de déterminer N par la méthode qui précède. Il est 


utile, pour les applications, d'indiquer brièvement le principe d’une 
autre méthode. Pour simplifier, nous nous placerons dans le cas 


où a,_, est positif, de sorte que toutes les différences g, — | q,| sont de 


I 


l'ordre de grandeur de n° (« = =) 


Le principe de cette Sr Rt est de grouper les valeurs de » en 
groupes de valeurs consécutives dans chacun desquels chacune des 
fonctions »,(n) aura une variation relative négligeable; il suffit pour 
cela que v=o(r), » désignant le nombre des termes du groupe 
qui contient la valeur ». Si d'autre part nv est grand, tous 
les g(#—1,2,...,p — 1) seront petits par rapport à q,. 
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En première approximation, considérons l'équation (9), pour 
chaque groupe, comme une équation à coefficients constants, c'est-à- 
dire que chacun des à, sera remplacé par une valeur approchée indé- 
pendante de x. Si initialement c;" n’est pas négligeable, le terme 
correspondant à la racine réelle de l'équation caractéristique sera 
devenu prépondérant vers la fin du groupe, de sorte que les p derniers 
des B, seront assimilables (g, — 1 étant positif et petit) à p termes 
consécutifs d’une progression géométrique lentement croissante. 


Quelle est d’autre part la valeur de cette approximation? On répète 
. . , v et 
vfois une erreur relative de l'ordre de grandeur de = au plus, du moins 


si erreur commise dans le calcul de B,,,, est comparée, non a B,.,, 
mais au nombre M, défini par la formule (41); l’erreur relative finale 


est au, plus de l’ordre de grandeur de om Il suffit done que » soit grand 


par rapport à n* mais petit par rapport à Vn(ce qui est possible; si la 
condition CL est vérifiée et qu'il y ait au moins un terme négatif, c'est 
quep > 2), pour que, l’approximation considérée d'abord étant satis- 
faisante, la prépondérance du terme en Q‘" soit augmentée du 
P 0 
commencement à la fin du groupe considéré. Il n’est pas dans ces 
>) 
conditions nécessaire d’étudier la variation des constantes : les 


: Bhs L +. es : Puig (2 +P) An+p 
rapports > ou les rapports plus simples BF PAU (que 


l’on peut calculer sans utiliser les tables des fonctions eulériennes), 
sont à la fin du groupe peu différents respectivement de 4, et g?, donc 
de l'unité, et cette régularisation de la suite des A,, due à la prépon- 
dérance de la racine positive de l’équation caractéristique, ne peut 
que s’accentuer lorsqu'on passe d’un groupe au suivant. A partir du 
moment où l’on a constaté ce phénomène, si d’autre part on est assuré 
que 4, reste la plus grande racine de l'équation caractéristique, on est 
assuré que cette régularisation ne peut que s’accentuer, et que les A, 
seront définitivement positifs. 


6. Solution du problème fondamental. — Pour résoudre ce pro- 
blème, il faut introduire une nouvelle condition, ne dépendant, 
comme la condition &, que des signes des coefficients a,,. Désignons 
à cet effet par E,, l’ensemble des nombres hip; + hip: +... .+ ,p,, 
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Pi, P2,...,p, étant les degrés des termes non nuls de P,(x), 
et h,, ho,..., h, étant des entiers non négatifs, à cela près arbitraires. 
Si, au lieu de considérer les degrés de tous les termes de P,,(æ), on 
ne.considére que les degrés p', p,, ... des termes de P,,(x) [c’est-à 
dire des termes de P,,(x) dont les coefficients sont positifs], on 
obtient, au lieu deE,,, un ensemble E;, contenu dans E,,. Nous dirons 
qu'un polynome P(z) vérifie la condition @ (ou @’) si, pour tout m tel 
que @,, soit négatif, m appartient à l’ensemble E,,_, (ou E,,_, ). 

On remarque une certaine symétrie entre ces conditions @ et @', et 
les conditions & et &’ qui, lorsque a,,< 0, établissent des relations 
nécessaires entre 7 et les degrés des termes non nuls de P(x)—P,,(x); 
ici, il s’agit au contraire des termes de P(x) de degrés inférieur à m. 

’ 


En outre, au lieu de l’ensemble des nombres Dd hp: obtenus en 


prenant pour les h; des entiers quelconques (dont la considération 
équivaut à celle du p. g. c. d. des nombres p;), on considère celui 
obtenu en ne prenant pour les /;,que des entiers non négatifs. L’analogie 
reste grande, et, de même que les conditions & et &’ sont équivalentes 
nous pouvons montrer que @ et @’ le sont. Le fait que @’ entraîne @ 
est évident : si appartient à E,, ,, sous-ensemble de E,, ;, il appar- 
tient a fortiort à E,_,. La réciproque résulte de ce que, si @ est 
vérifié ('), E, et E,, sont identiques; on ne change en effet pas la défi- 
nition -de E,, en supprimant dans la somme XZh;p; ceux des p; qui 
appartiennent à E;_,; c’est le cas, si-la condition @ est vérifiée, de tous 
ceux qui ne sont pas des p;, et la définition de E,, ne se distingue pas, 
dans ce cas, de celle de E’,. 
Etablissons‘maintenant le lemme suivant : 


Lemme VI. — La condition & est nécessaire pour que la serie (1) ait 
tous ses coefficients non négatifs. 


Si en effet elle n’est pas vérifiée, on peut choisir m de manière 
que a, soit négatif et que 7 n’appartienne pas à E,,_,. Or le dévelop- 


(1) Et dans ce cas seulement; il n'est donc pas indifférent dans la suite de dire qu’un 
entier mm met en défaut la condition @, ou la condition @'; seul le plus pelit entier qui 
les mette en défaut est le même pour les deux. 
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pement de e""-‘" en série entière ne contient que des termes dont les 
degrés appartiennent à E,,,_,; il ne contient donc pas de terme en 2”; 
par suite, dans le développement de e"™, le coefficient de 2” 
est A,, = a, < 0; ce développement contient donc au moins un coef- 
ficient négatif, CT Fab 

La solution de notre problème fondamental est maintenant immé- 


diate ; elle s'exprime par le théorème suivant : 


Tuéorème II. — Pour que tous les A, soient non négatifs, les condi- 
tions CL et B sont nécessaires. Si elles sont vérifiées, et si ceux des a,, qui 
sont positifs ou nuls sont connus, la condition nécessaire et suffisante 
s'exprime par un nombre fini d’inégalités, sirement vérifiées lorsque les 
modules de ceux des ap, qui sont négatifs sont suffisamment petits. 


Nous savons déjà que les conditions CL et @ sont nécessaires. 
D'autre part, si ceux des 4,, qui sont positifs ou nuls sont connus, la 
condition nécessaire 


Ans am = O(a, Gs, ater te Um—1 )20 


limite supérieurement les modules de ceux des a,, qui sont négatifs. 
On peut alors, d’après le théorème I, déterminer un nombre N tel 
que, pour r >N, on ait A,20 (et même À, ©o si n est multiple de ©). 
Les conditions 


(54) Am 2 0 (HSIN) 


sont alors nécessaires et suffitantes. 

Il reste à montrer qu’elles sont vérifiées si tous les coefficients 
négatifs sont assez petits. Pour faciliter le langage, nous supposerons 
que leurs modules soient des fonctions croissantes d’un paramètre À, 
et s’annulent avec ce paramètre. D'abord, E désignant la réunion de 
tous les E,, (ou de tous les E;,; la condition @ étant vérifiée, cela 
revient au même), si n n'appartient pas à FE, À, est nul, et reste nul 
quand À varie. Si au contraire n appartient aE, A, tend, quand À 
varie, vers le coefficient A, de la série 


LA 
ie — 
eee > Art 
LE 
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Comme A, est positif, A, l’est à partir du moment où À est inférieur à 
un nombre assez petit À. Il n’y aa considérer que les valeurs de n au 


plus égales à N; soit alors %’ le plus petit des X,; pour À<X\, tous 
les A, sont non négatifs, i QED: 


7. Remarques diverses. Etude des polynomes minima. — 1° Indi- 
quons d’abord quelques conséquences simples des conditions néces- 
saires © et @ : si un polynome vérifiant ces conditions a au moins un 
terme négatif, de degré m, il a au moins un terme positif de degré au. 


À SIT F ve ; fre 
plus égal à —: et au moins deux termes positifs de degrés supérieurs 


am. Il y a donc au moins quatre termes, et le polynome de plus bas 
degré vérifiant ces conditions est le polynome du quatrième degré 


(55) P(x)= ax — Ba? + ra + c' xt (a, 6, Cc, COTON 


Si, les termes étant rangés dans l’ordre des degrés croissants, le 
premier terme non nul est de degré h, le polynome du plus faible 
degré possible est 


(56) PAIE ATP ER scat ee a 


Le rapport des degrés extrêmes est toujours supérieur à 2, mais 
peut approcher autant qu’on veut de cette valeur, pourvu que soit 
assez grand. 

Si, p désignant le degré de P(x), a,, a, , et a, sont positifs, les 
conditions & et & sont vérifiées, quels que soient les signes des autres 
coefficients. Trois termes positifs suffisent donc pour qu'il puisse y 
avoir un nombre arbitrairement grand de termes négatifs. 


2° Nous considérerons a,, a,, ..., a, comme les coordonnées d’un 
point M dans un espace E, à p dimensions. Nous nous proposons de 
préciser la nature de la région, évidemment fermée, de l’espace, 
définie par les inégalités 
(57) An20 Cre Oana de) 


Nous l’appellerons région positive de l’espace E,; son complément sera 

la région négative; nous désignerons sa frontière par S, par &, la 

surface algébrique A, — 0, et par ®, le plan a,, =o. Il est bien évident 
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasu. 4. 34 
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que, le changement de x en Aw étant sans influence sur le signe Ans 
si À est positif, on ne change par la région positive. ni la variété S si 
l'on remplace simultanément a,, a:, ..., a, par ay, Gr +4 Pa 

Nous dirons que le polynome P(æ) est d’un type connu lorsqu'on 
sait quels sont les coefficients nuls et quels sont les signes des autres. 
S'il y a des coefficients nuls, le point M est situé dans un espace E, 
dont le nombre de dimensions est g << p. Comme un grand nombre de 
raisonnements s'appliquent aussi bien dans l'étude de l’espace 
entier E,, ou dans un espace E,, ou dans la portion de E, correspon- 
dant à un polynome de type donné, pour ne pas avoir à distinguer ces 
différents cas, nous désignerons toujours par S la frontière de la 
région positive à l’intérieur de l’espace étudié. Il faut remarquer que 
la variété S de E, ne comprend pas nécessairement toute la section 
par E, de la variété S de E,. Ainsi, pour p >4, a,=o définit un 
espace E,_, dans lequel existe une région positive appartenant tout 
entière à la variété S de E, (puisque dès que a, devient négatif on 
entre dans la région négative), mais dont la frontière seule constitue 
la variété S de E, .. 

Il peut arriver que les conditions & et @ cessent d’être vérifiées, 
soit lorsque certains coefficients 4, positifs deviennent nuls, soit 
lorsque certains coefficients nuls deviennent négatifs. Il importe de 
remarquer que la première de ces circonstances n’est pas en contra- 
diction avec le fait que la région positive soit fermée. Ainsi, pour le 
polynome (55), les trois coefficients a, c, c' sont nécessairement 
positifs, c'est-à-dire que si l’un d’eux s’annule, 8 restant positif, l’une 
des conditions nécessaires Cl et @ cesse d’être vérifiée. Cela ne 
l'empêche pas d’être arbitrairement petit; mais 8 sera nécessairement 
d'autant plus petit qu'il est plus petit, et s’il tend vers zéro, 8 tendra 
aussi vers zéro. La portion de plan a= 0, 8>0,c>0, c' >o est donc 
frontière, non de la région positive de l’espace, mais seulement de 
la région où les conditions nécessaires & et @ sont vérifiées. 

3° Il est évident que tout point M de la variété frontière S, que ce 
soit dans E, ou dans un des E,, ou bien appartient à une des sur- 
faces S,,, ou bien peut être considéré comme point d’accumulation des 
points M, appartenant chacun à une variété S,. Nous allons montrer 


que, si aucun des ,, n’est nul en M, sauf, s’il s’agit d’un espace E, , 
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ceux qui sont identiquement nuls dans cet espace, le premier cas est 
nécessairement réalisé : M appartient à une variété S,,. 

C’est une conséquence immédiate du théorème I. Si dans l’espaceE, 
ou E, considéré, nous considérons une sphère de centre M et de rayon 
inférieur au plus petit de ceux des [a | qui ne sont pas nuls (en ne 
tenant compte, s’il s’agit d’un E,, que de ceux qui y sont variables) le 
nombre N de ce théorème peut être défini d’une manière uniforme à 
l’intérieur de cette sphère. Il suffit alors que les N premières inéga- 
lités (57) soient vérifiées en un point M’ de cette sphère pour qu'il 
appartienne à la région positive; il n’y a donc qu’un nombre fini de 
surfaces S, à considérer pour définir la frontière de cette région, et 
le point M appartient nécessairement à au moins une de ces surfaces, 

CAO Pb. 

Comme la condition & intervenait seule dans le théorème I, la 
conclusion subsiste si l’on fait varier un des a, non identiquement 
nuls dans E, ou E, à partir d’un point où il soit nul, pourvu qu’il 
puisse devenir négatif sans que la condition & cesse d’être vérifiée. 
I] n’y a donc pas à s'occuper de la condition @; on peut le voir aussi 
en observant que, si elle cesse d’être vérifiée quand a,, devient négatif, 
c’est que A,, se réduit à a,, (sinon dans tout E,, du moins sur la droite 
passant par M et obtenue en ne faisant varier que a,,); A,, sans être 
identiquement nul, est nul en M; ce point est sur une des surfaces, 

Donc : la variété frontière S comprend, à l'exclusion de toute autre 
surface, d’une part des portions des sur faces algébriques &,, d'autre part 
des portions de plans ®%,, sur lesquels la condition & est vérifiée, mais 
cesse de l'être quand a, devient négatif. 

Quand A,, sans être identiquement nul dans E,, s’annule en un 
point, nous dirons qu’il s’annule accidentellement; de même pour a,,. 
Donc : pour tout point de la frontière 8, au moins un des coeffictents, 
soit de P(x), soit de F(x), s'annule accidentellement. 


© Étudions maintenant l'influence, sur la variation des A,, d’un 
coefficient a,, distingué des autres. Il est d’abord évident que, si la 
série F(x) a tous ses coefficients non négatifs, cette propriété subsiste, 
c étant un nombre positif quelconque, lorsqu’on ajoute ca”! à P(x), ce 
qui revient à multiplier F(x) par exp. ex”. Si l'on change de région 
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quand a,, croit, cela ne peut donc être que pour passer de la région 
négative à la région positive, et le point frontière appartient à la 
région positive puisqu'elle est fermée ('). y 

D'une manière plus précise, la relation facile à vérifier [ d’après les 
formules relatives à la multiplication des séries entières représentant 
exp. P(æ) et exp. cx| 


(58) OA, 


— Am 
dam 


(A, représentant zéro si v est négatif) montre que, si a, varie en 
croissant depuis une valeur initiale a,, jusqu’à l'infini, et si initiale- 
ment An—ms An-om, ... Sont non négatifs et non tous nuls, A, croît 
constamment et indéfiniment. L'inégalité A,>o, si elle n’est pas 
vérifiée dès le début de l'intervalle considéré, se résout done par 


(59) Am 2 aly), 
a”) étant la plus grande racine de A,, nécessairement simple si elle 
est supérieure à a, Si l’on résout successivement les équations (57) 
par rapport à à, il n’y a évidemment à retenir que celles des inégalités 
(59) qui sont plus restrictives que les précédentes, et elles corres- 
pondent toujours à des cas où a”) est racine simple de À,; une racine 
d'ordre À >t aurait été obtenue antérieurement comme racine simple 
de À,;:-1m. | 

Ilest d’ailleurs impossible, quelles que soient les valeurs données des 
autres coefficients, que les inégalités (57) soient toutes vérifiées quel 
que soit a,,; ainsi À,, varie avec a,, de —c à +; de même A, Agmy e+e 
Il n’y a dès lors que deux cas possibles : ou bien il est impossible de 
déterminer a,,, sans changer les autres coefficients de P(x), de 


(1) Bien entendu, il s’agit d’une propriété de l'ensemble des inégalités (57) qui n’est 
pas vraie séparément pour chacune d'elles. On peut observer d'autre part que, si la 
série F(a) n’a qu'un nombre fini de coefficients négatifs, cette propriété subsiste quand a» 
augmente, [ ne s’agit pas la d’un théorème général sur les séries entières, comme le 
montre la multiplication de 1—x par exp. cx”(m>1). Mais dans le cas qui nous 
occupe, où F(x) = exp. P(x), le fait qu'il y ait au plus un nombre fini de coefficients 
négatifs est lié à la condition &, qui ne peut pas cesser d’être vérifiée, si elle lest initia- 
lement, quand a, croil. 
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manière à vérifier toutes les inégalités (57), ou bien ces inégalités se 
résolvent par 


(60) Am À Amy 


4m désignant la borne supérieure des a’. 

Occupons-nous d’abord des conditions de possibilité. Pour que, 
sans changer les valeurs données des autres coefficients, on puisse déter- 
miner a, de manière à vérifier toutes les inégalités (57), il est évidem- 
ment nécessaire et suffisant, d’abord qu'il n'y ait aucun coefficient 
indépendant de a,, ('), et négatif, ensuite que les a") soient bornés dans 
leur ensemble. Nous dirons que le système des valeurs des coefficients 
de P(x) autres que a,, est apparamment acceptable si la première de 
ces conditions est vérifiée, et réellement acceptable si la seconde l’est 
aussi. 

On peut observer aussi qu'il est nécessaire que, pour a,, positif, les 
conditions & et @ soient vérifiées. Ces conditions jouent d’ailleurs des 
roles très différents. Si la condition @n’est pas vérifiée pour a,, positif, 
a, étant un coefficient négatif qui la mette en défaut, A, — a, est 
indépendant de a,, et négatif; c’est donc la premiere partie de la con- 
dition nécessaire et suffisante ci-dessus qui est en défaut. Au con- 
traire, si l’on a vérifié qu'il n’y a aucun A, indépendant de a,, et 
négatif, il est possible que la condition & ne soit pas vérifiée pour a,, 
positif; alors l'impossibilité de déterminer a,, se manifestera néces- 
sairement par le fait que les af ne seront pas bornés. 

Il semble probable que, si tous les A, indépendants de a,, sont non 
négatifs, la condition nécessaire & (pour a,, positif) soit aussi suffi- 
sante pour que les a,’ soient bornés dans leur ensemble et qu'en con- 
séquence on puisse déterminer a,,. Nous allons seulement établir un 
résultat moins complet, relatif au cas où l’on fait varier en même temps, 
non un seul coefficient a,, de P(a), mais un ensemble de coefficients 


(:) Dire que A, est indépendant de am, c'est dire que sa dérivée A,_,, est nulle. I 
importe peu que ce soit identiquement, ou bien accidentellement. c'est-à-dire ici pour 
am quelconque, mais pour les valeurs données des autres coefficients. Dans ce dernier 
eas, nous dirons que A, est accidentellement indépendant de a. Il peut arriver que A, 
soit ainsi accidentellement indépendant de a». de ay, mais non de a, et ay considérés 
comme susceptibles de varier simultanément. 


1 8 
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positifs c, c’, ..., comprenant celui du terme de plus haut degré, et 
suffisant pour la condition &. Nous allons montrer que : sz les coe ffi- 
cients de P(x) autres que €, c', ... sont donnés, et tels qu'il n'y ait 
aucun À, indépendant dec, c', ... et négatif, toutes les inégalités (57) 
sont vérifiées simultanément, pour c, c', ... assez grands; en d’autres 
termes, st l’ensemble des coefficients de P(a) autres que c, c', ... est 
apparemment acceptable, il est aussi réellement acceptable. 

Nous savons en effet qu’on ne change rien aux inégalités (57) en 
multipliant à la fois a,, a, ...,a, par A, A275 «2 AP. Cela. revient 
donc au même de faire cette opération sur les coefficients choisis c, 
c', ..., ou de faire l’opération inverse pour les autres. Dans ces con- 
ditions, rendre À très grand revient à rendre ces derniers coefficients 
très petits; À variant de un à l'infini, le nombre N du théorème I peut 
être déterminé indépendamment de /; les A, d'indices supérieurs à N 
sont sûrement positifs, et les N premiers, ou bien sont indépendants 
de À et par hypothèse non négatifs, ou bien fonctions de À et non 
négatifs pour À assez grand. C’est d’ailleurs le raisonnement même 
par lequel, dans le cas où les coefficients choisis c, c’, ... sont tous 
les coefficients positifs, nous avons établi le théorème II. 

Si alors on laisse fixe les coefficients autres que c, c’, ..., et que ce 
soient ces coefficients choisis qui varient avec À (chacun des a, 
choisis variant proportionnellement à A”), pourvu qu'il n’y ait aucun 
coefficient indépendant de c, c’, ... et négatif, pour X assez grand, 
toutes les inégalités (57) seront vérifiées simultanément. Comme 
ensuite elles restent vérifiées si c, c’, ... augmentent d'une manière 
quelconque, la relation précise établie d’abord entre eux importe peu; 
pourvu que tous soient assez grands, le résultat subsiste, 

Ue S 

Revenons maintenant au cas où, a,, variant seul, les conditions de 
possibilité indépendantes de a,, sont vérifiées, de sorte que les inéga- 
lites (57) se resolvent par la formule (60). Si x, n’est pas nul, le 
nombre \ du théorème [ reste fini quand a,, varie au voisinage de 
cette valeur, et l'on n'a à considérer qu'un nombre fini d’inéga- 
lites (57), done un nombre fini de a), de sorte que la borne supé- 
rieure z,, est atteinte par au moins l’un d’eux. Done un au moins 
des A,, s’annule accidentellement pour an=,, et, s'il y en a 
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plusieurs, le premier d’entre eux a une racine simple, c’est-à-dire que 


An = 0, As > 0. 


Si 4, — 0, le raisonnement et la conclusion subsistent si la condi- 
tion CL reste vérifiée quand a,,, devient négatif; mais si elle cesse d’être 
vérifiée dans ces conditions, il peut arriver que les ~” soient tous 
négatifs, mais n'aient pas de borne supérieure négative. 

Nous retrouvons ainsi à peu près les résultats du 3° du présent 
paragraphe. Mais nous pouvons maintenant les compléter par la réci- 
proque suivante : st un des À, s’annule accidentellement en un point M 
de la région positive, ce point appartient à la frontière S de cette région. 

Si en effet il s’annule accidentellement, il dépend effectivement 
d’au moins un des coefficients a,,non identiquement nuls pour le type 
de polynome étudié, et a, est nécessairement égal a la plus grande 
racine de ce polynome, désignée ci-dessus par «. Alors A,, s’il s’agit 
d’une racine d'ordre impair, et sa dérivée A,_,,, s’il s’agit d’une racine 
d'ordre pair, changent de signe au voisinage de cette valeur, ce qui 
prouve que M appartient à la frontière S. 

Nous dirons que le polynome P(x) est minimum par rapport au 
coefficient a,, si, les inégalités (57) étant toutes vérifiées, on ne peut 
pas diminuer a,, sans qu'elles cessent d’être vérifiées. En introduisant 
cette définition, les résultats obtenus peuvent s'exprimer comme 
suit : 

Pour qu'un polynome pour lequel les inégalités (57) sont toutes 
vérifiées soit minimum par rapport à a,,, tl faut et il suffit que, ou bien 
a, soit nul et que la condition & cesse d’être vérifiée si ce coefficient 
devient négatif, ou bien qu'un coefficient A,, fonction de a,, s'annule 
accidentellement pour la valeur considérée de a,, (s'il y en a plusieurs, 
il y en au moins un qui ait une racine simple; donc A, = 0, A, ,, > 0). 
= D'autre part : pour qu'un polynome, pour lesquel les inégalités (57) 
sont toutes vérifiées, et dans lequel on considère certains coefficients 
comme variables, soit minimum par rapport à l’un au moins de. ces 
coefficients, poureu qu'il n'y en ait aucun qui soit nul et ne puisse pas 
devenir négatif sans que la condition & cesse d’être vérifiée, wl faut et ul 
suf fit qu'un au moins des À, (fonction d’un au moins des coeflicients 
variables) s’annule accidentellement. 


270 PAUL LÉVY. 


5° Nous dirons qu’un polynome est absolument minimum, ou, plus 
simplement, qu'il est minimum, s’il est minimum par rapport à tous 
ses coefficients, y compris ceux qui, étant nuls; peuvent devenir 
négatifs sans que les conditions & et @ cessent d’être vérifiées. Il est 
inutile de considérer les autres, par rapport auxquels il est sûrement 
minimum. 

Pour savoir si un polynome donné est minimum, il faut ainsi se 
placer dans un espace E, bien déterminé, où les coordonnées sont 
tous les a,, par rapport auxquels il doit être minimum. À chaque 
point M correspond un g-èdre, lieu des points obtenus en ajoutant 
aux coordonnées de M des constantes non négatives, à cela près quel- 
conques; nous l’appellerons le g-èdre positif de sommet M. Les points 
M correspondant aux polynomes minima forment sur $ une variété 5’ 
dont la connaissance suffit à définir la région positive; cette région 
est, en effet, le lieu des g-edres positifs ayant pour sommets les points 
de S’; S’ est d’ailleurs la partie commune à tous les ensembles à partir 
de laquelle la région positive peut être définie de cette manière. 

S’ peut se réduire à un point, qui est alors l’origine. C’est le cas si 
P(x) est un polynome à coefficients tous positifs auquel on ne peut 
ajouter aucun terme négatif sans que l’une au moins des conditions 
& et & cesse d’être vérifiée. Comme exemples citons le polynome du 
troisième degré, et tout polynome dans lequel le degré de chaque 
terme est multiple du degré du terme précédent. | 

Le seul cas non trivial est celui d’un type de polynome vérifiant les 
conditions ct et G et ayant au moins un terme négatif. Nous verrons 
que, dans l’espace E, que l'étude d’un tel polynome conduit à consi- 
dérer, S’ est une variété à g — 1dimensions. 

Les résultats du 4° ci-dessus entrainent immédiatement la consé- 
quence suivante : les inégalités (57) étant vérifiées pour un polynome 
P(x), pour qu'il soit absolument minimum, il faut et il suffit qu'à 
chacun des q coefficients variables a,, on puisse faire correspondre un 
entier n de manière que A,=0, À,_, > 0 (de sorte que A, s’annule 
accidentellement pour la valeur considérée de ce coefficient). 

Cette condition peut être réalisée de deux manières différentes : ou 
bien un A, dépendant effectivement de tous les a,,, s'annule acciden- 
tellement; il est alors possible qu'il soit seul à s’annuler; ou bien 
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plusieurs À, s’annulent accidentellement. Nous montrerons que les 
deux cas sont réalisés effectivement, et cela pour n'importe quel type 
de polynome. 

Observons d’abord qu'on peut supposer à — 1. Si en effet P(æ) est 
un polynome en x”, avec à > 1, il est bien évident que si l’on rend 
négatif le cofficient initialement nul d’un terme dont le degré ne soit 
pas multiple de 6, les conditions & et @ cessent toutes les deux d'être 
vérifiées; P(a) est donc toujours minimum par rapport à un tel 
coefficient a,,, et il n’y a à s'occuper que de ceux pour lesquels m est 
multiple de 6. On peut pour cela prendre x? comme nouvelle variable, 
c’est-à-dire se ramener au cas où à —1. 

Tous les A,, à l'exception seulement d’un nombre fini, dépendent 
alors effectivement de tous les a,,. L'arithmétique élémentaire le 
montre aisément ('); mais le théorème I va plus loin : on peut, en 
effet, d’après ce théorème, choisir N de manière que, pour n > N, A, 
soit positif; donc, pour n > N + p, tous les À, ,, sont positifs, c’est- 
à-dire que À, ne saurait (que ce soit accidentellement ou non) être 
indépendant d'aucun a,, (?). 

Répartissons maintenant les coefficients positifs de P(x) en trois 
catégories; nous désignons par a, a',... ceux qui précèdent le 
premier coefficient négatif, par c, c’, ... ceux qui suivent le dernier 
coefficient négatif, et par b, b', ... les coefficients intermédiaires, 
s’il y en a. Les modules des coefficients négatifs seront désignés par 
B, B',.... Les coefficients a, a’, ... n’interviennent pas dans la 
condition Cl, tandis qu’au contraire les coefficients c, c', ... jouent 
un rôle essentiel pour cette condition, qui cesserait d’être vérifiée si 
on les annulait. Pour la condition G, c’est le contraire. Toute autre 
répartition des coefficients présentant ces caractères peut pour la 
suite être substituée à celle définie d’abord. 

Nous pouvons d’abord choisir a, a’, ...et 5, 6’, ... de manière a 


(2) Cela revient, en effet, à dire que, 721, m2, ... étant des entiers positifs donnés, 
premiers entre eux dans leur ensemble, la forme 3 h;m:;, les h; étant des entiers non 
négatifs, est susceptible de représenter tous les nombres entiers supérieurs à un nombre 
N convenablement déterminé. 

(2) Ce résultat, en un sens plus précis que celui que donne l’arithmétique, est d'autre 
part moins précis en ce sens que N dépend ici des modules des coefficients de P(x). 
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rendre non négatifs ceux des A, (en nombre nécessairement fini) qui 
ne dépendent pas des autres coefficients de P(), l’un d’eux au moins, 
soit A,, s'annulant. Comme b, b', ... et c, c', ... constituent un 
ensemble de eoefficients positifs suffisant pour que la condition & 
reste vérifiée si l’on annule les autres, il suffit ensuite de les prendre 
assez grands pour que tous les A, soient non négatifs. Ainsi on peut 
rendre accidentellement nul au moins un A, ne dépendant que des 
coefficients a, a', ... et 8, B’,..., tous les autres A, étant non 
négatifs. [l ne suffit donc pas qu'un A, s’annule accidentellement 
pour que le polynome soit minimum; pour obtenir un tel polynome 
en partant de celui formé d’abord, il faut rendre minima successive- — 
ment tous les coefficients de P(a) qui n’interviennent pas dans le 
calcul de A,, ce qui conduira à annuler d’autres A,. Plusieurs A, 
s’annulent ainsi simultanément. C’est une des circonstanees dont nous 
voulions montrer la possibilité, d’ailleurs presque évidente a priori. 
Pour réaliser l’autre, choisissons d’abord N arbitrairement grand, 
et tel en tout cas qu'aucun A, d'indice supérieur à N — p ne soit identi- 
quement nul, p étant le degré de P(x). Supposant d’abord c, c’, 
nuls, choisissons arbitrairement a, a’, ... et b, b', ..., puis choisis- 
sons 8, 3’, ... assez petits pour que les coefficients A, qui dépendent 
de ces paramètres et dont l'indice est au plus égal à N soient positifs. 
Soit P,(x) le polynome initial ainsi obtenu ; comme il ne vérifie pas la 
condition &, pour la série (1) liée à ce polynome, il y a, après À,, 
une infinité de coefficients négatifs. Donnons-nous d'autre part un 
polynome P,(a) formé avec des valeurs positives des coefficients 


b,b',...etc,c!,...,tous les autres étant négatifs. Posons 
(61) P(z)=P,(z) +AP,(2). 
Pour À positif, tous ceux des coefficients A,, As, ..., Ay qui varient 


avec ce paramètre croissent en partant de valeurs non négatives; ceux 
qui ne dépendent pas de % ne sont nuls que s'ils le sont identique- 
ment dans E,; aucun ne s’annule accidentellement. D'ailleurs, pour À 
assez grand, tous les A, sont non négatifs; il existe donc une valeur 
limite A’, évidemment positive, telle qu’il en soit ainsi pour A24', 
mais non pour À <2’. Dans E,, on peut dire que cette valeur X' définit 
le point d’intersection M de la droite (61) avec la frontière :$ de la 
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région positive. En ce point, un au moins des A, s’annule accidentel- 
lement; soit A, celui de plus faible indice. Comme »>N,A,,, 
A,:, ..., À, n'étant ni identiquement ni accidentellement nuls, 
sont positifs, c’est-à-dire que A, dépend effectivement de tous lee 
coefficients de P(x). Donc ce polynome est absolument minimum, et 
M appartient à S’. 

Donc : en se donnant arbitrairement des bornes inférieures positives 
pour a, g', ... et b, b', ..., puis prenant f, B’, ... assez petits, nous 
obtenons une région de KE, où la frontière S de la région positive est 
constituée uniquement de points de S' correspondant à des polynomes 
absolument minima. 

Il en résulte que S’ est dans cette région une variété à g — 1 dimen- 
sions, composée de portions des surfaces algébriques S,. D'ailleurs, 
N, donc », sont arbitrairement grands. Si donc il est possible que 
certaines des surfaces S, n'interviennent pas dans cette définition 
de S’, ily en a une infinité qui interviennent effectivement. Elles ont 
nécessairement des intersections deux à deux, trois à trois, ..., de 
sorte qu'il peut arriver que plusieurs A, s’annulent simultanément. 
Mais, tandis que, dans la région de E, obtenue en rendant d'abord 
6, 8’, ... maxima, c'était le cas général, c'est ict l'exception. Dans la 
première de ces régions, au moins un À, ne dépendant que de certains 
coefficients de P(x) s’annule accidentellement sur S et S', ct, ceux qui 
s’annulent accidentellement dépendent de tous les coefficients de P(x). 

On peut dire encore que la frontière S de la région positive est 
constituée, dans certaines de ces parties, par des variétés planes ou 
cylindriques sur lesquelles certaines coordonnées peuvent varier 
indépendamment les unes des autres; dans d’autres parties, elle 
coincide avec S’ et il n’y a aucun coefficient qu’on puisse faire varier 
indépendamment des autres. 

Quant au nombre maximum des A, qui peuvent en même temps 
s’annuler accidentellement, il est en principe égal à g —1(et non g, 
car les panels a,, Var, ..., Va, n’interviennent que par leurs 
rapports). Il n’y a du moins (ie fea à première vue, de s’attendre à 
ce qu’il puisse y en avoir plus, mais nous ne l'avons pas démontré ("). 


(1) Une autre question que nous avons passée sous silence est la suivante : est-il 
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8. Cas particuliers. — 1° Le cas du polynome du quatrième degré. — 
Tl peut être utile de préciser les résultats précédents dans le cas du 
polynome (55). Comme les relations à étudier ‘ne dépendent que 


Lo ee Fh . 
de <=; 5° on peut supposer a =1. Il vient alors 


a 
I 
A,= É + Pa 
As 5 — 6 + Cy, 
à i 3 / 
(62) A= y —È EMPIRE RE 


et ainsi de suite. 

D’après une remarque du 4° du précédent paragraphe, c etc’ consti- 
tuant un ensemble suffisant pour la condition &, si une valeur de f 
est apparemment acceptable, elle est aussi réellement acceptable. Il 
est facile de déterminer les valeurs pour lesquelles il en est ainsi. 
Le seul des À, qui ne dépende que de @ étant A,, nous voyons d'abord 


. I . 
que 6 a pour maximum -; cette valeur maxima est acceptable, et la 


partie positive du plan 6 = ~(B,¢,¢! étant les coordonnées dans un 
espace E,, section de E, par a — 1) appartient à la surface frontière S. 
Dans chaque plan 8 = const. (8 variant deoa x) la région positive 


est limitée par une ligne ©, constituée par un certain nombres d’arcs 
des courbes algébriques A, =o, sur l’ensemble desquels c croît d’une 


————————————— eee 


possible que deux des surfaces S, coincident, ou aient une nappe commune? Sous celle 
forme, la réponse est affirmative, puisque, pour un type de polynome sans terme du 


2 
second degré, A;=a,, À: = a, Mais il semble bien que, dès que A, dépend effective- 


ment d'au moins deux coefficients non nuls de P(æ), une circonstance de ce genre ne 
soit pas possible. 


SUR LES EXPONENTIELLES DE POLYNOMES. 275 


valeur c, à une valeur c,, pendant que c’ décroit dec’, ac,; on ne sait 
pas a priori sic, etc; sont finis ou infinis; sic, est fini, la ligne £ se 
prolonge jusqu’à l'infini sur la droite c’— c' ; de même en intervertis- 
sant cet c’. 

Pour 8 =o (comme pour 8 <0), la ligne # se réduit à la partie 
positive des axes; la région positive comprend tout l'angle positif 
des axes; quand B croît, cette région diminue; quand Batteint la valeur 


limite _ les formules (62) deviennent 


A; = 3 “RC, 
A,=——+cec+ ce", 
(63) 
A3= — +c!, 
20 
I (a) Ce 
ees fa 


A4, dont la dérivée par rapportac’, qui est Ay, est nulle, étant devenu 
indépendant de c’. On remarque que, après A,, il n’y a qu’un A, indé- 
pendant de c, sûrement positif; toutes les valeurs positives de c’ sont 
donc apparemment acceptables. Au contraire une valeur de c n’est 
apparemment acceptable que si elle est au moins égale à un nombre y 
égal à la plus grande racine de A,, et dont la valeur numérique appro- 
chée est 0,59153; pour cette valeur, A, et A,, (A,, devenant indépen- 
dant de c’ quand sa dérivée A, est nulle) sont positives. Mais, en ce qui 
concerne les systèmes de valeurs de @ et c, ou de B et c’, nous ne 
sommes pas sûrs que les valeurs apparemment acceptables soient réel- 
lement acceptables; du moins, à première vue, nous pouvons seulement 


1 
affirmer que, pour 8 = ~, ona 


: , 
Cy2 Ÿ> C620; 


et que, sic, =o, c, est infini; car, sic’— 0, la condition nécessaire CL 
cesse d’être vérifiée, de sorte qu’une valeur finie de c, associée à cette 
valeur de c’, ne peut pas donner un point de la région positive. 

Mais il est possible d’aller plus loin, et de montrer par exemple que 
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c,— y, et que la valeur c, associée à cette valeur de ¢ est comprise 
entre 5 et La borne inférieure indiquée résulte du calcul de A,,, qui 
est négatif pour c = y, c’= x '); pour établir à la fois que c— 7 est 


acceptable et que c, < = il n’y a qu’à montrer que, pour 


(64) ot B=-, c=y7, eet Se 


tous les A, sont positifs, sauf A, et A, qui sont indépendants de c’. 
La relation de récurrence entre les A, s’écrit ici 


(65) (7 + 4) Anvy= 2An+ 3Y Ans: — Anse + Ants (37 =1,7746). 
En calculant successivement les A, à l’aide de cette formule, nous 


avons obtenu le tableau suivant, où le chiffre inscrit dans la ligne de 
rang het dans la colonne de rang sreprésente 10°A,, pour 


n=4h+k—2: 


258,2 1008 , 2 550 o 
250,8 405 ,4 139,4 17,91 
99,96 128,4 25,92 7,91 
(1) 27,32 20,13 3,453 2,645 
4,713 2,423 0,443 0,531 
0,644 0,239 0,057 0,078 
0, 0642 0, 0202 0,0072 0, 0086 


Voici, présenté sous la méme forme, le tableau donnant les valeurs 
des expressions 


[la relation (7) devant être modifiée, parce qu'ici a, = a, n’a pas la 
valeur un; les B, sont toujours les coefficients dont l'introduction 


TT ee ees: Pe Se ee ae ee 


(1) Je pense que la valeur exacte de ce’, est la plus grande racine de A2, qui est voisine 
à > . Yat ag CA 7 A > H ini 
de 0,18. Je n'ai pas poussé les calculs assez loin pour en être sûr. Le polynome minimum 


pus en rendant successivement minima — 8, puis ec, puis ce’, annulerait done A», 
Ag Ob Ayo. 


AAT 
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permet de mettre la relation de récurrence sous la forme (9)]: 


18,40 1,61 1,14 oc 

ae 1,42 1,24 3,09 

(lly } 2,09 1,29 1,13 3,01 
1,64 1,20 1999 2 21 

pes 1,18 1,60 1,90 

gers 5) 1,18 1,8 1,6 


Ces tableaux mettent en évidence le phénoméne de régularisation 
de la suite des A, dont nous avons parlé au paragraphe 5, 4°. Sans 
doute voit-on certaines irrégularités se reproduire à peu près périodi- 
quement, mais en s’atténuant. La relation (65) fait prévoir cette 
circonstance : si A, est grand, A,,, a chance d’être petit (ou éventuel- 
lement négatif), et A,., d’être de nouveau grand. La régularisation 
sera donc, et on le voit nettement sur les tableaux qui précèdent, plus 
rapidement sensible si l’on regarde les nombres d’une même colonne 
que si on les lit tous dans l’ordre des n croissants. 

Le détail des calculs montre d’ailleurs nettement que le terme sous- 
tractif de la formule (65) constitue une fraction assez rapidement 
décroissante de la somme des deux termes précédents. 

Pour les raisons sommairement indiquées au 4° du paragraphe 5, 
cette régularisation de la suite des A, ne peut que s’accentuer; on ne 
peut plus dans la suite trouver de coefficients négatifs ou nuls. 

Nous n’insistons pas davantage sur cette méthode, que nous nous 
sommes contenté de présenter sous une forme empirique. Il n’y aurait 
pas de difficulté essentielle à montrer rigoureusement, à propos de 
l'exemple particulier indiqué, l’exactitude du résultat annoncé; mais 
il ne nous semble pas que cela soit utile. Ce qui serait important serait 
de montrer, d’une manière générale, que, si la condition & est vérifiée 
pour un certain type de polynomes, tout système de valeurs appa- 
remment acceptable pour certains coeffficients est réellement accep- 
table. Tous les calculs que nous avons faits à propos de cas particuliers 
nous ont donné l'impression que cet énoncé est exact; il serait intéres- 
sant de le démontrer ('). 


(4) Le 4° du paragraphe 3 peut servir à une telle démonstration. Si certains coefficients 
sont connus, et que les autres ne soient pas bornés supérieurement, le nombre de termes 
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Revenons au cas du polynome du quatrième degré. Lorsque 3 tend 


vers la valeur maxima = se produit une discontinuité qu'il y a lieu de 


signaler : si petite que soit la différence = — $, A, n’est pas nul et A, 
n'est pas indépendant de c’. Une valeur de c, associée à une valeur de 8 


ser . pe VAE 
très peu inférieure à -» est alors apparemment acceptable (et sans 


doute réellement acceptable) si elle est au moins égale à 5 — a valeur 


qui annule A, etrend positif le coefficient A;, devenu accidentellement 
indépendant de c’. Le minimum des valeurs de c apparemment accep- 


, I I 
tables lorsque $ est donné tend donc vers 3 quand § tend vers =; pour 


devenir brusquement égal, pour 6 = =) ay> 5 


2° Autre exemple. — Remarquons, pour terminer ce chapitre, qu’on 
peut se donner arbitrairement un polynome Q(z), de degré q, à coef- 
ficients non négatifs, et tel que Q(o)=1, et déterminer P(a) de 
manière que le polynome constitué par les g-++-1 premiers termes de 
la série (1) soit précisément Q(x). Il n’y a qu’à prendre 


(66) P(x) = R(x) + c, 271! + coat? +... + cet,” 


R(x) étant le polynome constitué par les g premiers termes du déve- 
loppement de log Q(z) en série entière, etr,c;,c:,...,c,.étant ensuite 
pris assez grands. Ainsi, prenons g = 5, et Q(x) —1+x, c'est-à-dire 
que nous considérons 1+ 2% comme un polynome de degré 5 ayant 
quatre coefficients nuls. En posant 


9 * 


2 3 4 = 
6 P(æ)=x— °? cs At = 6 ot th 9 
( 7) ( ) 2 à 3 4 om 5 + Ci ZX = CR À ——- Caz = Cet n 


il vient 
Add Lt) 
(68) Fa) bn) ote) ere 
1 ‘ I i I 
=1+2+(¢e,4+ 5 )2* , at = x’ ; ir ee 

(+5) +(atet 7 )a + (ches 56) are sig 
gS eee ee ee 
qu'il est nécessaire de caleuler avant que la racine positive de l'équation caractéristique 


devienne la racine du plus grand module n’est pas borné non plus; la formule (30) nous 
montre qu'il est de Pordre de grandeur du plus grand des coefficients. 
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et l’on voit aisément qu’on peut déterminer c,, c:, c:, c, de manière à 
rendre tous les coefficients de cette série non négatifs. On peut ainsi 
annuler a la fois A,, A,, A, et Ag, et, pour des déterminations conve- 
nables dec,,c., ¢, etc,, on pourra annuler encore d’autres coefficients. 
On pourra de même, si P(x) est de degré assez élevé, annuler un 
nombre quelconque de coefficients consécutifs à partir de A,, tandis 
que, si P(a) est de degré 4, nous avons vu qu'on ne peut pas annuler 
simultanément A, et A.. 


- CHAPITRE II. 


L’ ARITHMETIQUE DES PRODUITS DE LOIS DE POISSON. 


9. Notions générales. — La fonction génératrice d’une variable 
aléatoire réelle U, introduite et utilisée systématiquement par Laplace, 
est la fonction G(x) égale à la valeur probable de x°. Pour l’étude des 
variables aléatoires dépendant de lois quelconques, on sait qu’il y a 
intérêt à considérer plutôt la fonction caractéristique 9(s) = G(e“), 
toujours bien définie pour = réel, et dont la donnée définit toujours la 
loi de probabilité; elle a aussi été considérée par Laplace, puis par 
Cauchy, et a depuis été étudiée d’une manière systématique. Mais la 
fonction G(x) est utile à considérer dans le cas où U n’a qu'une 
infinité dénombrable de valeurs possibles, et surtout dans celui où ces 
valeurs sont toutes des nombres entiers non négatifs. Dans ce dernier 


x 


S| FES: oy nN . F; . 
cas, GT) = aise est une série entière, à coefficients non négatifs 


et de somme unité; donc elle converge pour [æ|<1,et G(1)=1; à 
cela près elle est quelconque. | 

On peut évidemment considérer la fonction G(x) comme connue si 
l’on connait une série 


(1) Fé)= YA. 


qui lui soit proportionnelle ; c’est donc une série entière, à coefficients 
non négatifs, convergente pour a —1 (donc pour |æ|£r), à cela près 
quelconque. 
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Nous supposerons dans ce qui suit A, —1, ce qui implique que la 
probabilité «) de U =o ne soit pas nulle; le cas où la plus petite | 
valeur possible pour U est un entier positif a se ramene au précédent 
par un changement d’inconnue; il n’y a qu’à prendre U — a comme 
nouvelle inconnue. Nous supposerons donc cette réduction effectuée, 
et, modifiant un peu la définition de Laplace, appellerons fonction 
genératrice la fonction F(x) liée à celle de Laplace par les formules 

FH=gS Ge)=pay 0) 

Si U est la somme de deux variables aléatoires indépendantes U, 

et U,,onaentre F(x) et les fonctions génératrices 


x 


gt SA F,(x) — pe AY yn 
0 


0 
de U, et U, la relation connue : 

(2) F(x) =F, (2)F.(2), 

tandis que les relations entre les coefficients s’écrivent 
(3) "A, =A, A, + A, Any +...—+ AQAg; 
compte tenu de A’ = A’ — 1, on en déduit 


(4) An SA, A’ SAR 


Symboliquement, on représente la relation (2) par la relation 
(5) enon Pe ae 


entre les lois de probabilité dont dépendent respectivement U, U, 
et U,. Le problème de la décomposition en facteurs de la loi £ définie 
par la fonction génératrice F(a) est donc lié à celui de la décompo- 
sition de F(a) en facteurs qui soient des fonctions génératrices. Il 
faut d'ailleurs remarquer que l’on ne peut obtenir ainsi que des 
décompositions telles que U, et U, soient, comme U, des variables 
D BU ANA RAT à 5 ERIE Te AUS ee 


(') Putilisation de la fonction de Laplace nous obligerait dans Ja suite à écrire toujours 
P(x) — P(r) au lieu de P(x). 
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entiéres, dont la plus petite valeur possible soit zéro. Mais il est facile 
de montrer que, à cela près qu’on peut remplacer U, et U, par U, —a 
et U, + a, a étant une constante quelconque, il ne saurait en exister 
d’autres. 
| Supposons, en effet, connues deux lois £, et £. , dont le produit soit 
la loi © de fonction génératrice F(x); die par U, et U, deux 
variables aléatoires indépendantes, qui dépendent respectivement des 
lois ©, et £2, par u, une valeur possible pour U, et par w, une valeur 
possible pour U, ('); la somme u, + u, est une valeur possible pour 
la somme U=U, + U,. En fixant &, et faisant varier w,, on voit que 
les valeurs possibles pour U, appartiennent à une progression arith- 
métique, de raison unité, limitée à gauche; de même pour U,. De 
plus, a, et a, désignant respectivement les plus petites valeurs 
possibles pour U, et U,, a,+ a, est la plus petite valeur possible 
pour U, c’est-à-dire zéro. Donc, U, — a, et U, — a, sont des variables 
entières et non négatives de somme U, CROs ieee 
ar donc U,— a, et U, — a, remplacés par U, et U,. Les 
lois £, et ©, dont dépendent ces variables peuvent être représentées 
par leurs ee génératrices F,(a) et F,(æx), les formules (2) 
à (4) s'appliquent, et la dernière de ces formules montre que les 
séries F,(æ)et F,(a) sont majorées par F(z). 

Si alors F(x) est une fonction entière, les séries entières F,(x) 
et F,(æ) représentent aussi des fonctions entières, dont l’ordre ne 
peut dépasser celui de F(z). La formule (2) étant alors valable dans 
tout le plan, si la fonction F(x) est une fonction entière sans racine, 
il en est de même de F,(x) et F,(x). Par suite, si F(x) est de la 
forme 


(6) F (wc) =e?) 


étudiée au Chapitre I, F,(a) et F.(a) sont de la même forme, et 
l'étude de la décomposition en facteurs de la loi © se ramène à celle 
de la représentation de P(a) par une somme de deux polynomes 


en en Se rere ee 
(1) Une valeur possible de U est une valeur & telle que la probabilité de |U—u|<« 
soit positive pour tout « positif. L'ensemble des valeurs possibles est un ensemble fermé ; 
toute valeur possible isolée est une valeur à probabilité positive. 
sus 
ob. 
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P,(æ) et P,(a), sans termes constants, dont les degrés ne dépassent 
pas celui de P(a) et qui vérifient les conditions du théorème II 
(condition qui d’ailleurs comprend la précédente). | 

Dans le cas simple où P(x) = ax (avec a > 0), il résulte immédia- 
tement de ces remarques que P,(æ) et P,(æ) sont de la mème forme. 
Or, cette forme caractérise la loi de Poisson. Donc, tout diviseur d'une 
loi de Poisson est une loi de Poisson (à cela près, bien entendu, qu’à la 
la variable U,, on peut ajouter une constante). C’est un théorème de 
M. Raikoff, et la démonstration très simple que nous venons de 
rappeler est due à M. Khintchine. 

Si U dépend de la loi définie par P(x)—= ax ('}), oÙ (a étant une 
constante réelle) dépend de la lot générale de Poisson, définie par 
P(x)= ax; sia n’est pas un nombre entier positif, cU n’est pas une 
variable entière non négative, et P(x) cesse d’être un polynome. On 
sait que la loi de Gauss et la loi générale de Poisson sont les éléments 
constitutits d’un groupe, le groupe des Lois indéfiniment divisibles, qui 
a été depuis quelques années l’objet de nombreux travaux. J'ai 
démontré en 1934 que la représentation d'une loi indéfiniment 
divisible en partant des éléments constitutifs du groupe est toujours 
unique. La question suivante se posait alors tout naturellement : ce 
théorème d’unicité subsiste-t-il si l’on admet la possibilité d’intro- 
duire des diviseurs n’appartenant pas à ce groupe? En d’autres termes, 
une lot de ce groupe peut-elle être représentée par un produit de facteurs 
dont un au moins ne lui appartienne pas ? En d’autres termes encore : 
une loi indéfiniment divisible peut-elle admettre des diviseurs indécom- 
posables (car une loi qui n’est pas indéfiniment divisible admet au 
moins un tel diviseur, et, par définition même de ces expressions, une 
loi indécomposable n’est pas indéfiniment divisible ; les deux questions 
sont done équivalentes) ? Le premier résultat, dans cet ordre d’idées, 
fut obtenu par M. H. Cramer, qui montra en 1936 que tout diviseur de 
la loi de Gauss était une loi de Gauss généralisée (c’est-à-dire, si U est 
une variable dépendant de la loi de Gauss réduite, la loi dont dépend 


(*) Pour abréger le langage, nous disons « loi définie par P(æ) » pour désigner la loi 
dont la fonction génératrice est ePx). Nous ne répéterons pas que P(2) est sans terme 
constant; dans la suite, il ne sera question que de polynomes sans termes constants. 
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aU-+ 6). Puis vint, dans le même sens, le résultat de M. Raikoft 
relatif à la loi de Poisson. M. Raikoff démontra ensuite, par un exemple 
très simple, qu'un produit infini de lois de Poisson peut, au contraire, 
avoir des diviseurs indécomposables : il peut arriver qu’une méme loi 
soitreprésentable à la fois par un produit infini de lois de Poisson et par 
un produit infini de facteurs indécomposables. 

La solution de la question analogue relative aux produits finis de 
lois de Poisson se déduit immédiatement des résultats du Chapitre I. 
Si P,(æ) est un des polynomes dont le théorème II établit l'existence, 
ayant au moins un coefficient négatif, et tel que la série entière qui 
représente e*"” ait tous ses coefficients non négatifs, il n’y a qu’à 
écrire 

P,(w) = P(x) — P,(x), 
en séparant les termes positifs et les termes négatifs, et l’on voit que: 
P(x) représente un produit fini de lois de Poisson, que l’on peut aussi 
obtenir en multipliant la loi non indéfiniment divisible définie par P (a) 
et le produit de lois de Poisson défini par P,(x). 

La suite de ce chapitre a pour objet de préciser ce premier résultat 
fondamental par quelques remarques sur la recherche systématique 
des diviseurs indécomposables du produit de lois de Poisson défini 
par un polynome P(x) à coefficients non négatifs, et sur quelques cas 
particuliers réalisant des circonstances dont la possibilité n’était pas 
évidente a priori. 

On remarque que nous ne traitons ici que le cas où P(x) est un 
polynome. Le présent Mémoire ne devrait donc être que l'introduction 
à l'étude plus générale des produits de lois de Poisson obtenus en 
remplaçant P(æ) par une expression de la forme 


¥ T 
Diy Loy, 


les a, pouvant n’étre pas des multiples d’un même nombre o (entier 
ou non), et les a, étant positifs. Cette question n’est pas actuellement 
résolue d’une manière complète ; disons seulement que l'existence 
de diviseurs indécomposables dépend essentiellement des relations 
linéaires et homogènes à coefficients entiers qui peuvent exister entre 
les a,; seuls importent les coefficients de ces relations; M. Raikoff a 
démontré le premier qu'il doit y en avoir au moins une. C'est en 
19 
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cherchant à retrouver la démonstration de ce résultat, qui m'avait été 
communiqué par M. Khintchine, que j'ai été conduit à penser qu'il y 
avait intérèt à étudier d’abord le cas où les 5, sont entiers; cette étude, 
d'après ce que M. Khintchine m'a écrit depuis, est d’ailleurs sans 
rapport direct avec les recherches de M. Raikoff. 


10. Condition de l’existence des diviseurs indécomposables. — 
Donnons-nous le polynome 


P(z)=a@,2+ 4,27 +... + 4,2", 


dont tous les coefficients soient non négatifs et proposons-nous de le 
représenter par une somme de deux polynomes 


Hire 24; B,(2}= 24,2" mt 2 ni 


vérifiant les conditions du théorème II, et notamment les conditions cL 
et @. Il s’agit de savoir s’il existe d’autres solutions que celles pour 
lesquelles tous les coefficients de ces deux polynomes sont positifs 
ou nuls. 

Soit done un entier x tel que a,,, pour fixer les idées, soit négatif. 


Désignons par m,, m,, ... les nombres supérieurs à m qui soient des 
degrés de termes non nuls dans au moins un des polynomes P,(z) 
et P,(æ), et par p,, p:, ... les nombres définis de la même manière 


pour le polynome P(æ). Le polynome P,(x) vérifiant la condition &, 
m est de la forme Xh;m;,, les A; étant des entiers (de signes quel- 
conques). Montrons qu’on peut aussi écrire 


(7) m= Xhip; 


(les A; étant aussi des coefficients entiers de signes quelconques). 
Cela résulte évidemment de ce que si un des m;, que nous désignerons 
par y, n’est pas dans la suite des p;, on a a, + a; = a, = 0, et, comme 
un au moins des nombres a, et a, n’est pas nul, ils sont, l’un positif, 
l’autre négatif. Le polynome auquel appartient le coefficient négatif 
vérifiant la condition &, le résultat indiqué pour m s'applique à 1: 
west une combinaison linéaire et à coefficients entiers de ceux des m, 
qui dépassent 4, ce qui permet d'éliminer U. de l’expression Zh;m; 
obtenue pour m. On peut ainsi éliminer, en commençant par les plus 


dire que a, 
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petits, tous ceux des m; qui ne sont pas des p;, ce qui montre tM m 
est nécessairement de la forme (7). 

En utilisant la condition @, on démontre exactement de la meme 
manière que 


(8) me 23h;p}, 


Pis Pa --. étant les nombres inférieurs à m qui sont les degrés de 
termes non nuls dans P(x), et les A, étant des entiers non négatifs. 

Il importe peu que a,, soit positif ou nul. Les conditions (7) et (8) 
imposées à m peuvent s’exprimer en disant que, si c est un coefficient 


positif, le polvnome 
REA 214 (ur = CNE 


dont le seul coefficient négatif est celui dex”, vérifie les conditions A 
et G. Sic est assez petit, il vérifie donc les conditions du théorème II, 
de sorte qu’on a une décomposition de la forme cherchée en prenant 
ce polynome pour P,(x). Il définit une loi qui n’est pas indéfiniment 
divisible (puisqu'il a un coefficient négatif), et qui, multipliée par la 
loi de Poisson définie par P,(æ)—(a,, + c}æ, redonne le produit de 
lois de Poisson défini par P(x). 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 


TaéorÈème III. — 1° La condition nécessaire et suffisante pour l’extis- 
tence d’un diviseur indécomposable (au moins) de la loi définie par le 


: polynome P(x) est qu'il existe au moins un nombre m tel que le poly- 


nome P(x) — (4+ c)a” vérifie les conditions & et ® du Chapitre 1 
[en d’autres termes, m doit être représentable à la fois par la forme (7) 
et par la forme (8)]. 


2° Un diviseur quelconque de la loi considérée est représentée par un 
polynome qui ne peut avoir d’autres coefficients négatifs que ceux des 
termes dont les degrés vérifient à la fois les conditions (7) et (8). 


Naturellement, dire que a, (ou a,,) peut être négatif revient à 
" (ou a’) peut être supérieur à a,,. Pour les valeurs de m 


ne vérifiant pas les conditions (7) et(8), @,, et a,, sont nécessairement 
compris entre zéro et a. 
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Des remarques analogues s'appliquent au cas où le polynome 
initial P(a) a déjà des termes négatifs. S’il vérifie les conditions du 
théorème II, il est indécomposable ou admet des diviseurs indécompo- 
sables, et pour que l’on puisse, sans que ces conditions cessent d’être 
vérifiées, rendre négatifs certains termes qui ne le seraient pas initia- 
lement, il faut que leurs degrés m, m', ... vérifient à la fois les 
conditions (7) et (8). 

L'existence d’un tel nombre m implique que P(æ) ait au moins 
deux termes positifs de degrés supérieurs à m et un dont le degré soit 
inférieur à m, donc au moins trois termes. Un produit de trois lois de 
Poisson peut admettre effectivement des diviseurs indécomposables : 
tel est le cas pour celui qui correspond au polynome 


ax! += ca?h+1 a c! ge? 


pour lequel l’entier m= 2h est représentable à la fois par les for- 
mules (7) et (8). Mais il peut aussi arriver qu'un polynome à trois 
termes représente une loi sans diviseurs indécomposables; tel est le 
cas pour les polynomes x + æ° + 2° et à? +æ° + x°, par exemple; 
pour ce dernier polynome, m devrait évidemment étre compris entre 2 
et 6, multiple de 2 et multiple du p. g. c. d. de 6 et 9, et ces condi- 
tions sont incompatibles. Quel que soit le nombre de termes de P(x), 
si le degré de chaque terme est multiple du précédent, il définit une 
loi sans diviseur indécomposable ; en effet, les degrés des termes 
de P(x) qui sont supérieurs à un entier quelconque mont pourp.g. c.d. 
le plus petit d’entre eux; comme il est supérieur à m, il ne peut 
diviser m, et la condition nécessaire (7) n’est pas vérifiée. 


Il. Lois apparemment indécomposables et lois indécomposables. 
— Nous dirons qu'une loi f définie par un polynome P(x) est appa- 
remment indécomposable si P(x) est un polynome minimum. D’après 
la définition même des polynomes minima, cela revient à dire qu’elle 
ne peut pas être divisible par une loi de Poisson définie parcæ”(c > 0, 
m entier > 0); comme elle ne peut pas non plus être divisible par une 
loi de Poisson formée avec un exposant non entier, cela revient à dire 
qu'elle n’est divisible par aucune loi de Poisson. 

La seule décomposition en facteurs possible pour une telle loi 
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correspond alors à une décomposition de P(x) en une somme 
TRS P(x) =P, (a) + P;(æ) | 


en deux polynomes qui seraient nécessairement aussi des polynomes 
minima, puisqu'ils doivent définir deux lois £, et £, qui ne sont divi- 
sible par aucune loi de Poisson (leur produit ne l’étant pas). La ques- 
tion de savoir s’il y a identité, pour les lois £ que nous étudions ici, 
entre la notion de loi apparemment indécomposable et celle de loi 
réellement-indécomposable se ramène donc à celle de la possibilité 
d’une décomposition de la forme (9), les trois polynomes P(x), P, (2) 
et P,(æ) étant minima. 

Nous allons montrer que : pour un polynome du quatrième degré, 
une telle décomposition est impossible, de sorte qu'une lot apparemment 
indécomposable définie par un tel polynome est réellement indécom- 
posable. 

C'est une conséquence immédiate de la formule (3), et de la 
formule de récurrence (4) du Chapitre I, qui s’écrit ici 


(n + 4) Ant, = Ge’ An+ 3cAr,—926A;,,+aAps, 


a, 8,c, et c’ étant les coefficients de P(x) [notations de la formule (55) 
du Chapitre I]. A, étant non négatif et c positif, cette formule 
montre que les formules 


LW > 0, TA Anes = 0, 


entraînent À,., > o. Donc, dans la suite des A,,, il ne peut pas y avoir 
plus de deux termes nuls consécutifs; le même résultat s'applique 
aux A’ et aux A” [notations de la formule (3) J. 
Appliquons alors la formule (3). Comme A, =1 et A, > 0, si À, est 
positif, elle montre que 
RA es AG NO, 


ce qui est en contradiction avec l'hypothèse que P(z) soit un polynome 
minimum; un au moins des A, doit étre nul. 

Si au contraire A, = 0, nous avons vu que À; doit être positif (les 
systèmes de valeurs de a, 3, c qui annulent A, et A, rendent A, 
négatif), et, d'après les formules (63), A’ et A‘ sont positifs. Quel que 
soit n>2, en convenant que À, représente zéro si y est négatif, 

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 4 obs 
19% 


288 PAUL LÉVY. 
, A"_., A", ne peuvent pas s’annuler en même temps, de sorte que 


An2 A‘ As ate Ns AE = A, ', = oO, 


et comme A,> A‘ A‘ > 0, ici encore A, ne peut pas s’annuler. L’impos- 
sibilité d’obtenir un polynome minimum du quatriéme degré par 
l’addition de deux polynomes vérifiant les conditions du théorème II 
est donc établie dans le cas des polynomes du quatrième degré. 

Ce résultat est certainement susceptible de généralisation. La for- 
mule (3), dans laquelle A, est une somme de termes non négatifs, 
montre que ce coefficient ne peut s’annuler que dans des cas 
exceptionnels. Toutefois le théorème que l’on pourrait être tenté 
d’énoncer en généralisant sans restriction le résultat précédent 
est faux. 

Désignons en effet par P,(x) et P.(æ) deux polynomes minima, du 
quatrième degré, identiques ou non, et tels que dans la suite des À, il 
y ait un seul coefficient nul A’, d'indice supérieur à 4 et que de 
même A, soit le seul coefficient nul dans la suite des A,. Prenons 
pour P(æ), non la somme de ces deux polynomes, mais la somme 


(10) Pir) Pale?) Pat): 


petq étant deux nombres premiers supérieurs à 2; donc pg > v(p + q). 
La série F(a) correspondant à ce polynome à un grand nombre de 
coefficients identiquement nuls, et en outre au moins trois coefficients 
accidentellement nuls, ceux d'indices vp, vg, v(p+q); cela résulte 
évidemment de ce que chacun de ces nombres, étant inférieur à pq, 
n'a pas d’autre représentation de la forme hp + k'q(h, h’ étant des 
entiers non négatifs) que celle mise en évidence [la même remarque 
s'applique aux indices »(2p + q), v(3p+-q), ..., s'ils sont inférieurs 
à pq |. Pour l'indice »(p + 4), notamment, ona 


A, p+qi— As TE oO. 


Montrons maintenant que l'on ne peut diminuer aucun coeffi- 
cient a,, de P(2:). D'après la condition (8) on n'a à considérer que les 
valeurs de mw de la forme hp+-h'q (h, hl’ étant des entiers non 
négatifs ). 

D'ailleurs, pour que la condition ct reste vérifiée si l'on diminue a 


my 
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il faut évidemment que h< 4, A’< 4. Les formules 


OA, 
4 P —A > . ean 
= A. 0 si À'— 0 
Odin (v—Ai p ( }, 
OA, 
7 — À 2 es 
— À) SO ST 0 
0am (v—h 7 ( ), 
OA, 
yip+g) | : 
bor ee 2A v—hip+iv—higq > 0 (si i> oO, his 0) 
™ 


montrent alors qu’en tout cas on ne peut pas diminuer a,, sans rendre 
négatif un au moins des coefficients A, qui sont accidentellement 
nuls. Le polynome (10) définit done une loi apparemment indécom- 
posable, mais non réellement indécomposable. 

Cette circonstance n’est évidemment possible que parce que les 
séries entières correspondant aux polynomes P, (x) et P,(æ) ont une 
infinité de coefficients identiquement nuls. Elle n’apparait que comme 
une exception à une règle qui, si elle n’est pas toujours vérifiée, l’est 
sous certaines conditions assez peu restrictives qu’il serait intéressant 
de préciser. 


12. Remarques et exemples divers. — 1° Considérons le produit 
de lois de Poisson défini par le polynome 


P(x)= ax + cr+ c'xt, 


et proposons-nous de chercher ses diviseurs indécomposables. Chacun 
d’eux est évidemment défini par un polynome de la forme 


1 


Dike ca ar. Dire cite," (or Sa ro 0 <0 Sc). 


Nous savons d’ailleurs que si une fois a, choisi, c,, puis c, sont assez 
petits, on obtient effectivement un polynome minimum en donnant 
à 5, la valeur maxima compatible avec les valeurs choisies de a,, c,, c' : 
elle annulera en effet un coefficient A, précédé par quatre coefficients 
positifs, de sorte qu’il dépend effectivement de tous les coefficients 
de P, (a). Ce polynome définit donc une loi indécomposable. Le produit 
de lois de Poisson défini par P(x) admet donc une triple infinité de 
diviseurs indécomposables. 

On démontre de la même manière que: st un produit de lois de 
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Poisson admet un diviseur non indéfiniment divisible, il admet au moins 
une triple infinité de diviseurs apparemment indécomposables. La ques- 
tion de savoir si dans cet énoncé on peut supprimer le mot apparem- 
ment soulève quelques difficultés sur lesquelles nous n’insisterons 
pas ici. 

2° Un polynome minimum du type 


a? 
P(æz)= ax + a’ a? — br + cx + c'xÿ (a> 0, -Aa== 6 + aa’ — b=0) 


(a,c, c' sont nécessairement positifs) correspond nécessairement a une 
loi © indécomposable. Soit en effet 


— 2 a L , 
P, (2) =a,2+ a,2°— br + ¢,2*+ ¢,2 


un polynome correspondant à une loi £, qui divise £. Il doit avoir au 
moins un coefficient négatif; autrement £, serait un produit de lois 
de Poisson; or, P(a) étant minimum, un tel produit ne peut pas 
diviser £. Ce coefficient ne peut être que celui de x? ou celui de 2°, 
et, la condition @ devant être vérifiée par P,(æ), a, est positif. Donc, 
dans l'application de la formule (3), A’, = a, est positif; de même A‘; 
A,= 0 implique donc 
As ASE RATE Atma, 


et les coefficients de x* seraient négatifs dans P,(æ) et P,(æ), ce qui 
est impossible, leur somme étant a’. | 

Nous pouvons d’ailleurs, 6 étant donné, supposer a’ arbitrairement 
petit (ce coefficient pouvant même devenir nul). Rien n'empêche donc 
de former avec les mêmes coefficients a’ et b, changés de signes, et 
deux nouveaux coefficients convenablement déterminés, un polynome 
minimum du quatrième degré 


Q(xz)=a"x — ax + br + c's", 
qui correspond à une loi indécomposable. La formule 
P(xæ)+Q(x)=(a+ a')x+(c+c')x" + c'ai 


montre alors que : un produit de trois lois de Poisson peut étre le produit 
de deux lois indécomposables. 


On peut modifier cet exemple de bien des manières: par exemple 
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faire disparaître les termes en x? et en x°, non dans P(x) + Q(z), 
mais dans (n’— 1)P(x) + Q(x). On voit ainsi que : quels que soient les 
entiers n > 2 et n'>1, on peut définir des lois représentables à la fois 
par le produit de n lois de Poisson et par le produit de n' lois indécom- 
posables; les conditions n > 2 et n'>1 sont d’ailleurs nécessaires : 
pour n —1 ou 2, le produit de n lois de Poisson ne peut pas avoir de 
diviseur indécomposable (nous l'avons démontré s’il s’agit de poly- 
nomes; nous ne nous occupons pas dans ce travail des expressions 
de la forme ax + a'x°, o étant irrationnel). 
Le résultat qui précède nous paraît mériter de retenir l'attention. 

On connaissait déjà des exemples de décompositions multiples; le plus 
simple est celui qui résulte de l'identité 


GQ+27)(1+ #74 a) == (1+ 27) (1+ e+ a) 


dans laquelle chaque facteur représente une fonction génératrice. 
Mais, dans ces exemples, les différentes decompositions que l’on 
connaissait pour une méme loi contenaient le méme nombre de facteurs 
indécomposables. On pouvait étre tenté de penser qu’un produit de n 
lois indécomposables ne peut jamais être le produit de plus de 7 lois 
(en excluant les lois unités, pour lesquelles il n’y a qu’une valeur 
possible). Nous voyons qu’au contraire le produit de deux lois indécom- 
posables peut étre indéfiniment divisible. 


3° J’ai montré dans un travail antérieur que n’importe quelle loi de 
probabilité peut être représentée par le produit d’une loi sans diviseur 
indécomposable par un produit (fini ou infini) de lois indécomposables 
(c’est d’ailleurs un complément à un résultat antérieur de M. Khint- 
chine, complément que lui et moi avons établi indépendamment l’un 
de l’autre). JI y avait lieu de se demander si cette décomposition est 
toujours unique. Nous allons montrer qu’il n’en est rien. 

Considérons un polynome minimum 


P(x)= ax br + ca + ec 


pour lequel un seul coefficient A,, dépendant effectivement de a, 8, 
e, c’, est nul. On peut alors faire varier a et 8, par exemple, en lais- 


P,( eye = ax — Bate wy dr, #0 re sea ot 


ee ere (TJ = ae — Bart crt cat Pees 


= + deux ERA ainsi obtenus; a et 8 variant dans le même Ph. 
ipposons pour fixer les idées a, >a, d'où B, > 8:. On a alors 


# ar — By 2 er + dog à (le ape \at= P,(r)+ (a — a) 


ce qui montre que : une méme lot peut étre de deux manières différentes 
le produit d’une loi indécomposable par une lot de Poisson. 

De mème, en prenant a compris entre a, et a., donc @ entre B, et 3s, 
“la formule 


air — Byatt ca + cat = Pr) + (a — a)r +(3 — 6,)x*, 


montre que : une même loi peut être d’une infinité de manières différentes 
le produit d’une loi indécomposable et de deux lois de Poisson. 
La loi de Poisson, ou le produit de deux lois de Poisson qui figure 
dans cette dernière formule, étant sans diviseurs indécomposables, le 
résultat annoncé est bien établi par ces exemples. 


~ 
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SUR CERTAINES ÉQUATIONS 


A 


INTÉGRALES PRINCIPALES 


Par M. Georces GIRAUD. 


Un Mémoire publié en 1934 dans ce recueil (') contient une erreur 
qu'il importe de rectifier. A la page 343, la deuxième formule 
après (36) devrait ètre 


free a; A)y(a, 2; H)Q(a) da 
uv 


ML, a 2.) es Es Ee p-) FX 2 À) YU, és 
er A — p | p À 


Comme conséquence, les raisonnements qui suivent les mots 
« Mais revenons à (27) », sont inexacts. Nous résumons ici ce que 
devrait être cette fin de paragraphe; les démonstrations se trouveront 
dans un prochain travail, où ce sujet sera traité dans des hypothèses 
plus générales. 


Il existe un certain nombre de fonctions o,4{æ) et d, 4€) 
[o Las; o <'3<p(x)] telles qu'on ait 


fo ny 


28 af me te 1 | quand onaz=yetS—d, 
35 02.8 (4) br g(a) (a) da, 

) die De | o dans les autre cas, 

= 22,6 92.8 (0) bx,3(6), 


eae Bac prio Qx.8(- v) Vy! 51 


al | 


(39) Bite) 


= 
~ 

PNY 
| 
4 


(!) -{nn. Ee. norm. sup., t. 51, 1934, p. 251 à 372; spécialement Chap. IIL, § 9 
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bien entendu, dans l'expression de B,, il n'y a aucun terme qui corres- 
ponde aux valeurs de « pour lesquelles l’entier p(«) serait égal à un; 
B, est donc nul si p(«) a toujours cette valeur. Les autres B, se 
trouvent par itération du noyau B,, car y(x, E;A)—B,(2, E)A—' est 
un noyau résolvant. L'ordre p du pôle de A?N pour À infini (') est le 
plus grand des entiers p(«). On constate les identités 


(4o) Ya raita) G(a,5) (a) da — [Gta a)vi(a) (a) da — 0. 


On a d’ailleurs aussi 
[Ace à) — Sa pgu s (2) bapa ay] Ga, 2) 2 (a) da = Bague) Ya (Es 


où le premier membre ne contient pas les entiers « pour lesquels on 
aurait p(«)— 1; on en déduit que toute solution de (31) est comprise 
dans la formule 


(41) pie)l=—= frac Bh Xa. 9.8(2) ba.3-1(@)] 
Vv 


x f(a) Q2(a) da al Ze Ca Par), 


où les C, sont des constantes; en portant cette valeur dans (31), on 
trouve les conditions 


(42) fi Yanaia) fia) @(a)da=o, 
v 


qui sont nécessaires et suffisantes pour la compatibilité de (31); sices 
conditions sont remplies, toutes les fonctions (41) satisfont à (31). En 
résumé : 


St À=o est un pôle de X°N, les équations homogènes qui corres- 
pondent à (31) et à l'équation associée (36) ont un méme nombre positif 
de solutions linéairement indépendantes. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour la compatibilité de (31) 
sont alors que f soit orthogonal à toutes les solutions de l'équation homo- 
gène associée. 


(1) Et non l’ordre du pôle de N, comme s’exprimait le passage ici corrigé. 


= "sit? © Q © Ce 


TABLE DES MATIÈRES 


DU TOME CINQUANTE-QUATRIÈME. 


Pages. 


Sur la représentation conforme des domaines limités par des courbes 
rectifiables; par MM. Keldysch et Lavrentieff..................... 


Sur les fonctions localement univalentes ou multivalentes; par M: Paul 
L'ATTENTE TRES Pitt ds kt ioe d CAO Cee gee Ma MORO RENE ne 


Recherches sur les involutions cycliques du troisième ordre appartenant à 
une variété algébrique à trois dimensions; par M. Lucien Godeaux.. 


Sur les intégrales abéloïdes dépendant d’un paramètre; par M. Émile 
at te à Gin tn aies EEE ee Peden ee 


Sur la variation des zéros des dérivées des fractions rationnelles; par 
NOR PLD ERE TONNES nn in Ss sassy Nes re ae sta le eue os CRAN 


Sur la théorie des fonctions méromorphes dans le cercle unité; par 
CEA MODE eu vide tante een donnes danois 


Sur'les exponentielles de polynomes et sur l’arithmétique des produits de 
D oi D on par, POULE PT alot al 2 ee aimee er he ke 


Sur certaines équations à intégrales principales; par M. Georges Giraud. 


Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fast. 4. 38 


55 


81 


IOI 


151 


293 


; Éadeet à Auvrioin’ on wa 
ia: Fes voter ‘Tes iabtsthe TE us a 


À: PAL “Durs he Pwd By Mg “Da: | NS ec #fh da 4 
RE: 


ee on ae dir CPP why. fees ioe gover) viewer ah ve eat 10 À mi: 


à D =) Gre tiea de Le EU Hepee th qow-d spi abate 4e ae 
a eis Le tr, ovine y Hoh itabrsgsb astitalints a est wi 
i MOREY” 


LS 
NOR MS DE Hi EAN dab “Seiad NOE men à en ; 
> ” > La pie ste ’ haa ha 34 kh LA ie: a 
: à - = 0 


é . Ae 
+ eee... 6 > EBD Pia tons ar on 26h AMC gh ve 
f: a. : M f k : 6 ct + Fa iF : 


ne de PRE PSE 2th eters purs lt sae à repoavieny ls tes ft ors 


a ¥ 
à ees ie te ea Anh ff, 16>. bte alt ES 
= 5 = 
ial > ae ter ws er tir ER 14 sta EI & LOS DELL wnt a 
: Li | | : 
« ~ . > ia aval < 
a | 7 
i . ay ar in ae 
a L 
4 ÿ CAL 
‘atl Scat 
M : = henna 


RR OE ES Pa 7 à 


